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Resumen
A pesar de la gran evolucio´n tecnolo´gica que han sufrido los robots caminantes en las
u´ltimas de´cadas, au´n continu´an sin tener aplicacio´n en los sectores productivos. Sus
numerosas ventajas frente a los robots con ruedas u orugas en aplicaciones sobre terrenos
accidentados y no preparados se ven eclipsadas por su principal desventaja: la baja
velocidad de funcionamiento.
La velocidad de los robots caminantes esta´ limitada, por un lado, por la potencia
de sus actuadores y la dina´mica del sistema. Por otro lado, el uso de criterios de
estabilidad inadecuados impiden utilizar velocidades elevadas durante el movimiento
de sus miembros.
El objetivo principal de esta tesis doctoral ha sido mejorar la velocidad de los robots
caminantes. Para ello se han abordado los dos problemas fundamentales: a) La bu´squeda
de un criterio de estabilidad adecuado para la dina´mica de los robots caminantes; y b)
La necesidad de un algoritmo para la generacio´n on-line de trayectorias de velocidad
ma´xima, lo que requiere un exhaustivo ana´lisis dina´mico.
xi
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Capı´tulo 1
Introduccio´n
1.1 Robots caminantes
Los robots caminantes son un ejemplo ma´s del afa´n del hombre por reproducir
artificialmente los comportamientos de la naturaleza y usarlos en beneficio propio.
Robots manipuladores, sistemas de visio´n, detectores de olores y robots caminantes,
son algunos de los resultados de emular el comportamiento del brazo, del ojo, de la
nariz y del sistema de locomocio´n de insectos y mamı´feros. Las ventajas que se esta´n
obteniendo de este intento de reproduccio´n son innegables.
Los robots caminantes tuvieron su origen en los primeros artilugios caminantes
que se desarrollaron hacia 1870 y se basaban en un mecanismo disen˜ado, hacia 1850,
por el matema´tico ruso P. L. Che´byshev (Artobolevski 1976). Estos dispositivos eran
simples juguetes que intentaban emular de una forma muy primitiva los modos de
locomocio´n observados en la naturaleza. La actividad en el desarrollo de sistemas
caminantes se incremento´ considerablemente y a finales del siglo XIX aparecieron las
primeras patentes sobre mecanismos caminantes. En 1893, L. A. Rygg patenta en
E.E.U.U. su famoso caballo meca´nico, de cuya construccio´n no se tiene noticia (Todd
1985). En Europa tambie´n se detecta cierta actividad y en 1913 aparece registrada
en Alemania la patente del Vehı´culo de Bechtolsheim (Song and Waldron 1989). Sin
embargo, este tı´mido intere´s por las ma´quinas caminantes se vio ensombrecido por el
perfeccionamiento del motor de explosio´n, que origino´ nuevos dispositivos (con ruedas
y orugas) que presentaron una funcionalidad muy importante para la e´poca. A pesar
del e´xito de los vehı´culos con ruedas, las ventajas potenciales de los robots caminantes
siguieron latentes. Entre las ventajas que presentan sobre los vehı´culos tradicionales se
pueden resaltar:
2 Introduccio´n
• No necesitan terreno continuo para desplazarse.
• Presentan menos problemas de deslizamiento y atascamiento.
• Causan menor dan˜o en el entorno.
• Ofrecen mayor movilidad (omnidireccionalidad intrı´nseca).
• Tienen gran capacidad para sobrepasar obsta´culos.
• Presentan suspensio´n activa.
• Consiguen mejor rendimiento energe´tico.
• Alcanzan mayor velocidad en terrenos muy irregulares.
Sin embargo, hubo que esperar hasta que el desarrollo tecnolo´gico madurara lo suficiente
para construir ma´quinas con ciertas propiedades de movilidad y adaptabilidad. El primer
hito significativo tuvo lugar en 1968 con el desarrollo del General Electric Walking Truck
que, aunque no demostro´ grandes prestaciones, sirvio´ como detonante para la realizacio´n
de un nu´mero muy importante de ma´quinas caminantes1. Desde entonces, los desarrollos
no se han detenido y en la actualidad se tienen catalogadas ma´s de cien realizaciones
(Berns 2001).
1.2 Aplicaciones de los robots caminantes y su problema´tica
Las ventajas que presentan los robots caminantes frente a los vehı´culos con ruedas
en terreno irregular y no preparado los hacen muy adecuados para determinadas
aplicaciones. Ejemplos de prototipos de robots caminantes que han sido disen˜ados
para aplicaciones especı´ficas son el robot Dante (Bares and Wettergreen 1999), para
exploraciones terrestres (ve´ase la figura 1.1); el Ambler (Bares and Whittaker, 1993),
financiado por la NASA para exploraciones espaciales (ve´ase la figura 1.2); el Rower
(Gonzalez de Santos et al. 1997 y 2000) (ve´ase la figura 1.3) y el Rest (Armada et al.
1998) (ve´ase la figura 1.4), disen˜ados para tareas de soldadura en construccio´n naval;
el Plustech (Plustech Oy, 1995), para trabajos forestales (ve´ase la figura 1.5) o el Pipe
Crowler (Rossmann and Pfeiffer 1998), para inspeccio´n en redes de tuberı´as (ve´ase la
figura 1.6). Sin embargo, estas ma´quinas no han dejado de ser prototipos sin proyeccio´n
en aplicaciones industriales.
1Un apasionante relato sobre el desarrollo de las ma´quinas caminantes puede encontrarse en (Todd 1985)
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Figura 1.1: Dante (Carnegie Mellon University, 1999).
A pesar de la gran evolucio´n que han sufrido los robots caminantes, desde su
sistema electro-meca´nico hasta su sistema de control, au´n existen dificultades a la hora
de integrarlas realmente en los sectores productivos. Adema´s de su gran complejidad
meca´nica, el mayor inconveniente que presentan es su baja velocidad.
Uno de los problemas de velocidad que caracteriza a las ma´quinas caminantes
tiene su origen en los algoritmos que controlan su estabilidad. El estudio de la
estabilidad de robots caminantes tuvo sus comienzos en el an˜o 1968, cuando McGhee
y Frank (1968) definen la estabilidad esta´tica. La idea de ma´quinas que caminan
manteniendo esta´ticamente la estabilidad esta´ inspirada en la naturaleza, concretamente
en los insectos. Estos artro´podos de miembros rı´gidos y ligeros utilizan sus patas como
soporte y como mecanismo de propulsio´n simulta´neamente durante su movimiento y,
por tanto, la secuencia de sus pasos debe asegurar la estabilidad, de tal forma que
siempre exista un mı´nimo de tres patas soportando y propulsando el peso del cuerpo. La
4 Introduccio´n
Figura 1.2: Ambler (Carnegie Mellon University, 1993).
Figura 1.3: Rower (Instituto de Automa´tica Industrial-CSIC, 1997).
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Figura 1.4: Rest (Instituto de Automa´tica Industrial-CSIC, 1998).
primera generacio´n de ma´quinas caminantes emulaba este mecanismo de locomocio´n de
los insectos. Estas primeras ma´quinas eran enormes y pesadas estructuras meca´nicas,
difı´ciles de controlar (Song and Waldron 1989), formadas por miembros pesados y
rı´gidos. Con la adopcio´n de modos de caminar2 esta´ticamente estables3 su control se
simplificaba. Sin embargo, el hecho de adoptar esta medida de estabilidad requiere
la ausencia total de efectos dina´micos y perturbaciones durante el movimiento de la
ma´quina, por lo que se desplazaban a velocidad muy baja y constante, para evitar
aceleraciones y deceleraciones en el movimiento que provocaran la aparicio´n de efectos
inerciales. En el caso de utilizar velocidades mayores, los efectos dina´micos aflorarı´an
y el criterio de estabilidad esta´tica no serı´a capaz de predecir el comportamiento de la
2El modo de caminar de un animal o una ma´quina se define por las posiciones y los instantes de
tiempo en que tienen lugar las secuencias de levantamiento y apoyo de cada pata, en coordinacio´n con
el movimiento del cuerpo.
3Se denominan modos de caminar esta´ticamente estables aquellos modos de caminar que mantienen en
todo momento la proyeccio´n del centro de gravedad del robot dentro del polı´gono formado por la unio´n de
sus puntos de apoyo.
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Figura 1.5: Plustech (Plustech Oy, 1995).
Figura 1.6: Pipe Crowler (Technical University Munich, 1998).
ma´quina.
Los modos de caminar que se han implementado en estas ma´quinas son numerosos,
engloba´ndose en tres grandes grupos: los modos continuos (McGhee and Frank 1968;
Zhang and Song 1989; Song and Waldron 1989; Jimenez and Gonzalez de Santos 1997;
Celaya and Porta 1998), discontinuos (Gonzalez de Santos and Jimenez 1995) y libres
(McGhee and Iswandhi 1979; Estremera and Gonzalez de Santos 2001). Los modos
continuos se caracterizan porque el cuerpo del robot se mueve a velocidad constante al
mismo tiempo que las patas generan una secuencia perio´dica de movimientos. Presentan,
pues, efectos dina´micos en la transferencia de sus patas (avance de una pata en el aire),
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si e´sta se realiza a gran velocidad, y efectos inerciales, debidos al desplazamiento del
cuerpo, u´nicamente en el arranque al inicio del movimiento y en la parada al final.
Los modos discontinuos tambie´n son perio´dicos y se caracterizan por el movimiento
secuencial de las patas y el cuerpo, de manera que e´ste so´lo se mueve durante una
fraccio´n del periodo del ciclo de locomocio´n, mientras las patas se mueven en el tiempo
restante. De esta forma, se tienen uno o dos arranques y paradas del cuerpo durante
un ciclo de locomocio´n. Los modos libres son aperio´dicos y pueden ser continuos o
discontinuos. Por tanto, los tres grupos presentan efectos dina´micos y esta´n expuestos a
perturbaciones externas o internas, debido a la propia inercia de sus pesados miembros
en el avance. Si, adema´s, la ma´quina debe transportar un manipulador, los efectos
dina´micos aumentan. Por todo ello, la velocidad de la ma´quina se ve muy reducida para
paliar los efectos dina´micos presentes en los modos de caminar esta´ticamente estables.
En 1985 surge la idea de la locomocio´n dina´micamente estable (Raibert 1985).
Sin embargo, lejos de establecerse un ana´lisis dina´mico enfocado a solucionar los
problemas de los modos de caminar esta´ticamente estables, los estudios se centraron
en el desarrollo de nuevos modos de caminar con la idea de realizar ma´quinas que
emularan la locomocio´n de los animales ma´s veloces. Ası´ surgen los trotes y galopes
de cuadru´pedos, meca´nicamente muy simplificados, y con poca o ninguna capacidad de
adaptabilidad a terreno irregular o adverso. Por otro lado, la complejidad del control
dina´mico de estos robots requiere ma´quinas con modelos dina´micos sencillos. Para ello
se desarrollaron ma´quinas cuyas patas tenı´an masa despreciable, en comparacio´n con
el peso total de la ma´quina, y se les doto´ de un nu´mero reducido de grados de libertad
(a lo sumo dos) (Raibert et al. 1986; Wong and Orin 1993). Por este motivo se han
desarrollado muy pocos modelos dina´micos completos de robots caminantes que tengan
en cuenta la dina´mica de las patas.
Por lo tanto, hasta la fecha, queda sin resolver el problema dina´mico que presentan
los modos de caminar esta´ticamente estables. ´Estos son los verdaderamente apropiados
para la incorporacio´n de robots cuadru´pedos y hexa´podos al sector productivo, por
su adecuada adaptacio´n al terreno irregular y adverso. Una mejora de los criterios
de estabilidad utilizados en estos modos de caminar permitirı´a aumentar la velocidad
de funcionamiento y, como consecuencia de ello, se solucionarı´a uno de los mayores
inconvenientes de estas ma´quinas.
1.3 Objetivos de la tesis
Con esta tesis se pretende contribuir a mejorar las prestaciones de los robots caminantes,
que adoptan modos de caminar esta´ticamente estables, con el fin de facilitar su
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incorporacio´n a los sectores productivos. Para ello, sera´ necesario mejorar el criterio
de estabilidad esta´tica, de forma que permita el empleo de velocidades ma´s elevadas.
Por otro lado, puesto que el aumento de la velocidad esta´ limitado por la potencia de
los actuadores, sera´ necesario optimizar el funcionamiento de e´stos para maximizar ası´
la velocidad del robot. La solucio´n que se propone en esta tesis se divide, pues, en dos
fases: optimizacio´n de los ma´rgenes de estabilidad y optimizacio´n de la velocidad de
transferencia de las patas.
1.3.1 Optimizacio´n de los ma´rgenes de estabilidad
Una solucio´n que se propone en esta tesis para mejorar las prestaciones de los robots
caminantes consiste en obtener un criterio de estabilidad para los modos de caminar
esta´ticamente estables que tenga en cuenta los efectos dina´micos. Con esto se consigue
ampliar el rango de velocidades admisibles en el robot, asegurando la estabilidad.
Existe un gran nu´mero de criterios de estabilidad que han sido desarrollados durante
los u´ltimos an˜os para medir la estabilidad de los robots caminantes. Muchos son criterios
esta´ticos que no tienen en cuenta los efectos dina´micos presentes en el movimiento;
otros muchos sı´ los tienen en cuenta estos y se consideran criterios dina´micos. Existen
diferencias importantes entre algunos de estos criterios, aunque otros, en cambio parecen
dar forma diferente a una misma idea.
En la actualidad, no se dispone de un estudio que catalogue estos criterios atendiendo
a las situaciones ante las que pueden asegurar la estabilidad de un robot. Tampoco
queda clara la relacio´n que puede existir entre ellos. La necesidad de una clasificacio´n
de criterios de estabilidad, ma´s alla´ de la clasificacio´n en esta´ticos o dina´micos, ha
conducido a que, en el capı´tulo 2 de esta tesis, se realice una revisio´n de todos los
criterios de estabilidad que se han aplicado en robots caminantes. Adema´s, se realiza
un estudio comparativo de estos criterios atendiendo a su validez para determinar la
estabilidad ante diferentes situaciones que se le pueden presentar a un robot caminante.
´Estas son:
• Suelo irregular.
• Efectos inerciales.
• Perturbaciones debidas al movimiento de un manipulador que se transporte.
• Variacio´n de la altura del robot.
De este modo, se obtiene una clasificacio´n cualitativa de los criterios de estabilidad
existentes. Una vez revisados y comparados todos estos criterios, se llega a la conclusio´n
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de que no existe ningu´n criterio de estabilidad, aplicado a robots caminantes, que asegure
la correcta determinacio´n de la estabilidad ante todas las posibles situaciones reales. Por
este motivo, en el capı´tulo 3 se plantean las caracterı´sticas de un criterio de estabilidad
adecuado para todas las situaciones esta´ticas y dina´micas estudiadas y se propone dicho
criterio de estabilidad. Adema´s, se demuestra que e´ste es el criterio o´ptimo, puesto
que proporciona la medida de estabilidad mı´nima desde el punto de vista de la energı´a
necesaria para volcar el robot alrededor de los lı´mites de su polı´gono de apoyo. El
margen de estabilidad que proporciona este criterio se normaliza respecto al peso del
vehı´culo y se denomina margen energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado. La
bu´squeda del criterio de estabilidad o´ptimo se completa con la obtencio´n de las curvas de
nivel de estabilidad, que representan el lugar geome´trico de los puntos del plano del robot
en los que se situarı´a el centro de gravedad del mismo para obtener un valor concreto
del margen de estabilidad. Tambie´n se plantea un me´todo para obtener la trayectoria
del centro de gravedad que optimiza la estabilidad de la ma´quina durante el avance del
cuerpo.
1.3.2 Optimizacio´n de la velocidad de la pata del robot
Una vez mejorada la medida de estabilidad, ya es posible aumentar la velocidad del robot
y acercarse con mayor garantı´a a los lı´mites de estabilidad. En esta tesis se pretende
aumentar la velocidad de la ma´quina en la medida de lo posible. La velocidad de los
robots caminantes (y de los animales) esta´ limitada por la velocidad de transferencia de
pata (Waldron et al. 1984). Por este motivo, la maximizacio´n de la velocidad del robot
parte de la optimizacio´n de la velocidad de transferencia de sus patas.
La velocidad lineal de la trayectoria de un robot manipulador o una pata robo´tica esta´
limitada por el par ma´ximo que pueden dar los actuadores y por la propia dina´mica del
sistema. El capı´tulo 4 de esta tesis plantea la necesidad de un me´todo para aprovechar
al ma´ximo la potencia de los actuadores de forma que se optimice la velocidad. En
dicho capı´tulo se revisan muy brevemente los me´todos cla´sicos de control para este fin,
conocidos como te´cnicas de control de tiempo mı´nimo (Bobrow et al. 1985; Shin and
McKay 1985; Pfeiffer and Johanni 1987; Slotine and Yang 1989; Shiller 1992; Yang and
Slotine 1994). Todos los algoritmos existentes hasta la fecha para encontrar la solucio´n
de tiempo mı´nimo al problema de la generacio´n de trayectorias hacen hincapie´ en la
importancia de la dina´mica del manipulador sobre la ejecucio´n de la trayectoria. Tanto
es ası´ que, para poder aplicar correctamente la teorı´a del control en tiempo mı´nimo,
es imprescindible un exhaustivo y preciso modelo dina´mico del manipulador, y que no
existan perturbaciones externas. De lo contrario, la solucio´n obtenida tras aplicar estos
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algoritmos dista mucho de ser o´ptima. En la pra´ctica, sin embargo, no es posible obtener
un modelo ideal y, aun suponiendo que esto fuera posible, serı´a necesario hacer grandes
simplificaciones al modelo para poder introducirlo en un algoritmo de tiempo real (por
ejemplo, despreciar la friccio´n y otras perturbaciones, suponer una matriz de inercias
diagonal, etc). Como resultado, se utilizarı´a un modelo impreciso que finalmente se
traducirı´a en errores graves durante la ejecucio´n del movimiento.
Pero adema´s, los algoritmos de control en tiempo mı´nimo no son aplicables para la
generacio´n de trayectorias on-line, es decir, concurrentemente con su ejecucio´n. Para
que esto fuera posible serı´a necesario conocer de antemano el perfil de velocidad, lo que
no es posible, como se muestra en el capı´tulo 4. Debido a esta limitacio´n, las te´cnicas
de control de tiempo mı´nimo no son adecuadas para la generacio´n de trayectorias en las
patas de los robots caminantes. Las trayectorias de transferencia de las patas de un robot
caminante deben generarse on-line. Debido a irregularidades u obsta´culos imprevistos
en el terreno, las trayectorias de las patas pueden ser interrumpidas, de forma que una
nueva trayectoria deba ser trazada. Si dicha trayectoria se generara totalmente antes de
la ejecucio´n, al tiempo de ejecucio´n de la trayectoria se le sumarı´an los retardos debidos
a su generacio´n, con lo que se perderı´a la optimizacio´n de la velocidad.
En el capı´tulo 7 se propone un algoritmo basado en lo´gica borrosa, denominado
me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie, que optimiza la velocidad
del pie en funcio´n de los para´metros de la trayectoria a realizar y de la dina´mica de
la pata del robot (Garcia et al 2001a). Una de las diferencias de este me´todo con los
me´todos cla´sicos es que no utiliza un modelo matema´tico del robot, sino que incluye
los efectos dina´micos, implicados en la realizacio´n de cada tipo de trayectoria, como
reglas borrosas. Estos efectos se han extraı´do de los resultados del ana´lisis dina´mico
de la pata, que se presenta en el capı´tulo 5. De este modo, se sustituye un modelo
matema´tico impreciso por un modelo borroso, basado en observaciones experimentales y
un exhaustivo ana´lisis dina´mico. Otra diferencia es la utilizacio´n de perfiles de velocidad
trapezoidales, fa´ciles y ra´pidos de calcular, lo que garantiza la implementacio´n del
me´todo en tiempo real.
El me´todo de optimizacio´n de la velocidad del pie que se propone requiere un
ana´lisis dina´mico exhaustivo de la pata. Por este motivo, esta tesis dedica dos capı´tulos al
modelado dina´mico de la pata de un robot caminante. El capı´tulo 5 presenta la obtencio´n
del modelo completo mediante el me´todo de Lagrange-Euler y propone un me´todo de
ana´lisis dina´mico en funcio´n de los para´metros de la trayectoria. El capı´tulo 6 se centra
en el modelado dina´mico de la friccio´n en las articulaciones. Esto se presenta en un
capı´tulo independiente, debido a la importancia de los resultados obtenidos, ya que se
identifica una componente de friccio´n que hasta el momento no se habı´a considerado
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en las articulaciones de los robots. Esta componente recibe el nombre de friccio´n en
los dientes de los engranajes (Meshing Friction) y se trata de una friccio´n ondulatoria
cuya amplitud disminuye exponencialmente con la velocidad, debido a la accio´n del
lubricante (Garcia and Gonzalez de Santos 2001b). Una aportacio´n original de esta tesis
es la identificacio´n de su variacio´n con la velocidad, puesto que en trabajos anteriores
habı´a sido considerada como una friccio´n u´nicamente dependiente de la posicio´n angular
(Armstrong-Helouvry 1991; Phillips and Ballow 1993; Popovic and Goldenberg 1998).
El capı´tulo recoge el proceso de identificacio´n experimental de esta componente y la
propuesta y validacio´n de un modelo matema´tico.
Aunque los resultados de esta tesis son generales, la experimentacio´n se ha realizado
sobre el robot caminante SILO4. Algunos desarrollos teo´ricos y los estudios con
simulacio´n tambie´n se han particularizado para los para´metros y caracterı´sticas de este
robot. Por este motivo, el ape´ndice A presenta las caracterı´sticas ba´sicas del robot
SILO4. Finalmente, el ape´ndice B describe brevemente la herramienta de simulacio´n
utilizada en el estudio de la estabilidad.
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Capı´tulo 2
Medidas de estabilidad en robots
caminantes: estudio comparativo
2.1 Introduccio´n
En la generacio´n de los modos de caminar (o secuencia de movimientos de los miembros
y el cuerpo de una ma´quina que se suceden durante un ciclo completo) es un requisito
imprescindible que los levantamientos de los pies y los movimientos del cuerpo se
realicen manteniendo el robot equilibrado sobre sus pies. Cuando este equilibrio se
mantiene, se entiende que el robot esta´ en un estado estable. En caso contrario se dice
que esta´ en un estado inestable, que termina produciendo vuelcos o caı´das de la ma´quina.
Cuando se genera un nuevo paso debe asegurarse, ante todo, la estabilidad.
La estabilidad es un concepto binario. Es decir, una ma´quina esta´ en un estado
estable o inestable. Sin embargo, resulta muy interesante cuantificar el grado de
estabilidad (lo cerca que esta´ la ma´quina de perder la estabilidad) para conocer, por
ejemplo, su robustez frente a perturbaciones externas.
Los primeros pasos en el estudio de la estabilidad de los robots caminantes datan
del an˜o 1968, cuando McGhee y Frank (1968) definen la estabilidad esta´tica en los sigu-
ientes te´rminos:
“Una ma´quina caminante ideal es esta´ticamente estable en un instante de
tiempo t si al mantener fijas todas las posiciones de sus pies y, simulta´neamente,
reducir a cero las velocidades de traslacio´n y rotacio´n del so´lido rı´gido re-
sultante, todas las patas que estaban en contacto con el plano de apoyo per-
manecen en contacto con dicho plano”.
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La definicio´n de McGhee y Frank alude a una ma´quina caminante “ideal”, por
simplificacio´n del ana´lisis, la cual se caracteriza por:
• Sus patas tienen masa despreciable.
• La posicio´n de sus apoyos es controlable.
• El contacto con el suelo es puntual.
• Pueden ejercer una fuerza arbitraria sobre la superficie de apoyo, con la condicio´n
de no ejercer ningu´n momento sobre ella.
Cuando dicha ma´quina caminante ideal se mueve sobre un plano horizontal debe
cumplir los siguientes requisitos para mantener la estabilidad esta´tica, tal y como fue
definida:
• Ausencia total de fuerzas inerciales durante su movimiento.
• Ausencia de perturbaciones externas.
• Mantener un soporte mı´nimo de tres patas.
• Movimiento rectilı´neo.
La idea de ma´quinas que caminan manteniendo esta´ticamente la estabilidad esta´ ins-
pirada en la naturaleza, concretamente en los insectos. Estos artro´podos se caracterizan
por tener un exoesqueleto formado por la unio´n encadenada de miembros rı´gidos.
Utilizan sus patas como soporte y, al mismo tiempo, como mecanismo de propulsio´n
durante su movimiento. Por tanto, la secuencia de sus pasos debe asegurar la estabilidad.
La primera generacio´n de ma´quinas caminantes emulaba el mecanismo de locomocio´n
de los insectos. Sin embargo, estas primeras ma´quinas eran enormes y pesadas
estructuras meca´nicas, formadas por grandes miembros difı´ciles de controlar (Song and
Waldron 1989) (ve´ase la figura 2.1). Para simplificar su control se adoptaron modelos
cuasi-esta´ticos, que suponı´an miembros rı´gidos y de masa despreciable con respecto a
la masa del cuerpo. Ası´, era posible la adopcio´n de modos de caminar esta´ticamente
estables, con lo que su control se simplificaba notablemente. Sin embargo, los pesados
miembros de estos robots distaban mucho de cumplir la hipo´tesis cuasi-esta´tica. Los
efectos dina´micos derivados del movimiento de los propios miembros causaban la
desestabilizacio´n de la ma´quina. Para lograr aplicar los requisitos de la estabilidad
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Figura 2.1: The Adaptive Suspension Vehicle (The Ohio State University, 1985).
Figura 2.2: P2 (Honda Motor Co., Ltd., 1997).
esta´tica a estas pesadas ma´quinas se impusieron velocidades muy bajas y constantes,
evitando, en la medida de lo posible, la aparicio´n de efectos dina´micos en su movimiento.
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Figura 2.3: ARL Scout II (McGill University, 1999).
La naturaleza tambie´n nos muestra otras formas de locomocio´n por medio de patas.
El hombre, el caballo, el guepardo, el canguro, todos exhiben una estructura flexible
que posibilita una locomocio´n veloz, pero requiere al mismo tiempo un constante ba-
lanceo para poder mantener el equilibrio. Esto se debe a que, en su movimiento, existen
fuerzas inerciales y otras perturbaciones que se deben contrarrestar para evitar la caı´da.
Conside´rese el ejemplo de un animal muy veloz, como el guepardo, al que se fijaran las
posiciones de sus pies en algu´n momento de su carrera, como plantea la definicio´n de
estabilidad esta´tica. Inevitablemente, el animal se precipitarı´a hacia adelante y caerı´a
sobre el suelo. Por lo tanto, en estos casos no se puede seguir hablando de estabilidad
esta´tica, tal y como la definieron McGhee y Frank.
El problema de estabilidad para este tipo de locomocio´n debe tratarse desde el
punto de vista dina´mico. Del mismo modo que se desarrollaron ma´quinas caminantes
esta´ticamente estables, tambie´n se han disen˜ado ma´quinas caminantes dina´micamente
estables. Hasta la fecha, la mayor parte de los disen˜os se han concentrado en robots
bı´pedos, como el de la figura 2.2 (Arimoto and Miyazaki 1984; Raibert 1986; Furusho
and Sano 1990; Fujimoto et al. 1998; Hirai et al. 1998; Lo¨ffler et al. 2000) y mono´podos
(Raibert 1986). Aunque existen algunos desarrollos de cuadru´pedos dina´micamente
estables, se trata de poco ma´s que juguetes meca´nicos, con muy pocos grados de libertad,
que utilizan los criterios de estabilidad dina´mica desarrollados para robots bı´pedos,
extendie´ndolos al apoyo simulta´neo de dos patas diagonalmente opuestas, lo que imita
el trote de los mamı´feros (ve´ase la figura 2.3). Sin embargo, estos cuadru´pedos no
son capaces de adaptarse a terreno irregular, puesto que su criterio de estabilidad (Zero
Moment Point) es so´lo aplicable a terreno llano (Kimura et al. 1990; Yoneda et al. 1996).
En la naturaleza, los modos de caminar que mantienen la estabilidad esta´tica
coexisten con los modos de caminar dina´micos. Tambie´n existen, aunque son muy
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pocos, disen˜os de ma´quinas emulando este comportamiento (Hirose et al. 1998). El
robot TITAN IV, mostrado en la figura 2.4 es un ejemplo. No obstante, los modos
dina´micos adoptados por estos robots continu´an siendo va´lidos u´nicamente para terreno
llano o muy poco irregular.
Con la aparicio´n de los robots bı´pedos gran parte de la investigacio´n en el campo de
la estabilidad dina´mica se ha centrado en este tipo de ma´quinas. So´lo una pequen˜a parte
se ha dedicado a estudiar algunos tipos de trote y galope para cuadru´pedos. En cambio,
el estudio de los efectos dina´micos que perturban la estabilidad en cuadru´pedos, cuando
e´stos se desplazan por terreno irregular, utilizando modos de caminar esta´ticamente
estables, ha quedado en el olvido. Sin embargo, si el objetivo de la investigacio´n en
la locomocio´n por patas es su aplicacio´n en sectores productivos, sera´ este u´ltimo el
problema a solucionar, y no los modos de caminar dina´micamente estables desarrollados
hasta la fecha (trote y galope).
Pero no so´lo los efectos dina´micos debidos a la inercia de los propios miembros del
robot perturban su estabilidad; tambie´n el movimiento de un manipulador o herramienta
que el robot transporte genera fuerzas y momentos desestabilizantes. Tenemos, pues, un
campo importante de investigacio´n; no obstante, existen muy pocos trabajos enfocados a
solucionar los problemas dina´micos en la estabilidad de ma´quinas que utilizan modos de
caminar esta´ticos (Lin and Song 1993; Papadopoulos and Rey 1996; Kang et al. 1997;
Yoneda and Hirose 1997; Gonza´lez de Santos et al. 1998).
Independientemente de la forma de locomocio´n (esta´tica o dina´mica) en la que este´
Figura 2.4: Titan IV (Tokyo Institute of Technology, 1985).
22 Medidas de estabilidad en robots caminantes: estudio comparativo
inspirada una ma´quina caminante, garantizar la estabilidad es un requerimiento crucial
para su locomocio´n. Para ello, es necesario cuantificar de alguna forma la estabilidad
de la ma´quina durante su movimiento. Esta cuantificacio´n, o medida de la estabilidad,
debera´ calcularse y tenerse en cuenta para el control del movimiento de la ma´quina
en tiempo real, de forma que sea predecible el grado de estabilidad en el pro´ximo
movimiento.
A lo largo de la historia del desarrollo de los robots caminantes se han definido
numerosas medidas de estabilidad, tanto esta´ticas como dina´micas. Sin embargo, no
existe un estudio que determine que´ criterios de estabilidad son adecuados para las
diferentes aplicaciones. La eleccio´n de un criterio de estabilidad que no sea adecuado
para una tarea concreta puede ser muy perjudicial para el correcto funcionamiento de
la ma´quina y, por tanto, para la correcta realizacio´n de dicha tarea. Al mismo tiempo,
si se determina que´ criterio es el o´ptimo, el rendimiento de la ma´quina tambie´n podra´
optimizarse. De lo contrario, por ra´pidos que sean sus miembros (gracias a la potencia
de sus actuadores), su movimiento puede resultar inestable. Por este motivo, en este
capı´tulo se revisan las diferentes medidas de estabilidad que se han aplicado a ma´quinas
caminantes de al menos cuatro patas. Posteriormente, dichas medidas de estabilidad se
comparan atendiendo a su bondad para cuantificar la estabilidad de una ma´quina en las
siguientes condiciones:
• En terreno horizontal y llano.
• En terreno irregular (o inclinado).
• Ante efectos inerciales, incluyendo la perturbacio´n que produce una pata en
transferencia (avance de una pata en el aire).
• Ante fuerzas externas (fuerzas de manipulacio´n o peso de herramientas).
• Ante cambios de altura del centro de gravedad de la ma´quina.
Estas condiciones son, ba´sicamente, las que pueden presentarse durante la aplicacio´n
de robots caminantes.
2.2 Medidas de estabilidad esta´tica en robots caminantes
El primer criterio para determinar la estabilidad esta´tica de una ma´quina caminante
ideal, que se mueve a velocidad constante, en lı´nea recta y sobre terreno horizontal y
llano, lo propusieron McGhee y Frank en el an˜o 1968. Lo que se denomino´ el me´todo
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Figura 2.5: Polı´gono de apoyo, ME y PAC.
de proyeccio´n del centro de gravedad (CG Projection Method), establece que una
ma´quina caminante esta´ en estado esta´ticamente estable si la proyeccio´n horizontal
de su centro de gravedad (cdg) se encuentra dentro del polı´gono de apoyo1, definido
como el polı´gono convexo formado por los puntos de apoyo de la ma´quina (ve´ase la
figura 2.5). Este criterio se generalizo´ posteriormente para terreno irregular (McGhee
and Iswandhi 1979), redefiniendo el polı´gono de apoyo como el polı´gono convexo
formado por la proyeccio´n horizontal de todos los puntos de apoyo de la ma´quina
(ve´ase la figura 2.5). La medida para cuantificar la estabilidad se denomino´ margen
de estabilidad esta´tica, ME (Static Stability Margin, SSM), que para un polı´gono de
apoyo dado, se define como la menor de las distancias desde la proyeccio´n horizontal
del centro de gravedad de la ma´quina a los lados del polı´gono de apoyo. El ME es una
medida o´ptima para cuantificar la estabilidad en ma´quinas ideales esta´ticamente estables
y sobre terreno horizontal. Sin embargo, las ecuaciones para calcularlo son complejas
y, por ello, Zhang y Song (1989) introdujeron el margen de estabilidad longitudinal,
MEL (Longitudinal Stability Margin, LSM), como el mı´nimo de los ME delantero y
trasero segu´n el eje longitudinal del cuerpo. El MEL es una buena aproximacio´n al
ME y su ca´lculo es mucho ma´s sencillo. Cuando se trata de ma´quinas no ideales y los
efectos dina´micos, debidos a la aceleracio´n o deceleracio´n del cuerpo, son significativos,
1Las definiciones de este apartado aparecen diluidas en el texto con objeto de facilitar la lectura. Para
una referencia ra´pida pueden consultarse en el glosario de te´rminos.
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Figura 2.6: Polı´gono de apoyo y diferentes ma´rgenes de estabilidad.
puede ser ma´s apropiado considerar el margen de estabilidad longitudinal de deriva,
MELD (Crab Longitudinal Stability Margin, CLSM) (Zhang and Song 1990), que es el
mı´nimo de los ME delantero y trasero segu´n la direccio´n de movimiento del cuerpo. La
figura 2.6 compara los diferentes ma´rgenes de estabilidad ME, MEL y MELD sobre un
determinado polı´gono de apoyo.
Mahalingham et al. (1989), en un intento de generar modos de caminar estables
frente a posibles pe´rdidas de algu´n apoyo, definen el polı´gono de apoyo conservativo,
PAC (Conservative Support Polygon, CSP), como el subconjunto del polı´gono de apoyo
determinado por la interseccio´n de todas las combinaciones posibles de polı´gonos de
apoyo formados por tres apoyos no consecutivos (ve´ase la figura 2.5). Con este criterio
de estabilidad, que restringe el movimiento de la proyeccio´n horizontal del centro de
gravedad de la ma´quina al interior del PAC, se garantiza la estabilidad de la ma´quina
en el caso de que falle algu´n apoyo. Como inconveniente, presenta su restriccio´n a
ma´quinas con cinco o ma´s patas en apoyo simulta´neamente (contribuyendo a sustentar
y propulsar el cuerpo). Esto imposibilita la aplicacio´n de este criterio en ma´quinas de
menos de 6 patas y obliga a e´stas a moverse de un modo reptante (Crawl Gait), con
una sola pata en fase de transferencia en cada instante, lo que limita la velocidad de la
ma´quina.
Los criterios de estabilidad citados hasta el momento son estrictamente geome´tricos;
el margen de estabilidad esta´tica es independiente de la altura del vehı´culo y no tiene
en cuenta para´metros cinema´ticos ni dina´micos, como efectos inerciales, efectos de
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Figura 2.7: Vista lateral de un cuadru´pedo sobre un plano inclinado.
perturbaciones externas, etc. Parece intuitivo que una medida de estabilidad apropiada
para una ma´quina caminante no ideal debe depender de la altura del centro de gravedad
de la ma´quina, ası´ como de la presencia de efectos dina´micos. Como ejemplo,
conside´rese la figura 2.7. En ella se representa esquema´ticamente la vista lateral de
un cuadru´pedo sobre un plano inclinado. Segu´n el criterio de la proyeccio´n del centro
de gravedad, la posicio´n del robot es o´ptima, puesto que la proyeccio´n del centro de
gravedad se situ´a en el centro del polı´gono de apoyo, con lo que el margen de estabilidad
esta´tica delantero (respecto al lı´mite correspondiente al apoyo situado pendiente arriba)
es ide´ntico al trasero (el situado pendiente abajo). Sin embargo, parece intuitivo que la
probabilidad de que la ma´quina vuelque pendiente abajo es mayor que la probabilidad de
que vuelque pendiente arriba. Estas probabilidades se iguaları´an si el centro de gravedad
de la ma´quina se desplazase una cierta distancia hacia sus apoyos situados pendiente
arriba, reducie´ndose el valor del margen de estabilidad delantero.
Una medida de estabilidad ma´s adecuada para locomocio´n por terreno muy irregular,
que contempla las ideas del pa´rrafo anterior, fue propuesta por Messuri en 1985. Messuri
define el margen energe´tico de estabilidad, MEE (Energy Stability Margin, ESM),
como la mı´nima energı´a potencial que se necesita aportar al robot para hacerlo volcar
alrededor de los diferentes ejes de giro, formados por dos apoyos consecutivos sobre el
terreno. Esta energı´a potencial se calcula a partir del ma´ximo incremento de altura que
debera´ adquirir el centro de gravedad de la ma´quina durante el vuelco. La figura 2.8
muestra el planteamiento geome´trico del ca´lculo de dicho incremento de altura, que
viene expresado por:
hi =| R | (1− cosθ)cosψ (2.1)
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donde el subı´ndice i indica el lado del polı´gono de apoyo que se convierte en eje de
giro; R es el vector perpendicular al eje de rotacio´n, que posiciona el cdg respecto a
dicho eje; θ es el a´ngulo que forma el vector R con el plano vertical; y ψ es el a´ngulo
de inclinacio´n del eje de giro del polı´gono de apoyo respecto al eje horizontal. De esta
forma, el MEE se define como:
SMEE = min(mghi) (2.2)
Messuri (1985) define tambie´n las curvas de nivel energe´tico como el lugar
geome´trico de los puntos del plano del cuerpo (plano definido por los ejes longitudinal
y transversal de la ma´quina) por los que podra´ mover su centro de gravedad sin variar su
MEE. Esto permite mantener el vehı´culo en posiciones o´ptimamente estables durante la
trayectoria, buscando siempre posiciones con ma´ximo MEE.
El MEE es una medida de estabilidad esta´tica ma´s eficiente que las anteriores, puesto
que da una idea cuantitativa de la energı´a que es capaz de absorber la ma´quina, debido
al efecto de una perturbacio´n impulsiva. Adema´s, contempla el efecto que tiene la altura
del centro de gravedad de la ma´quina sobre la estabilidad de la misma. Sin embargo,
no considera efectos dina´micos durante el movimiento del robot, ni efectos debidos
a la manipulacio´n o a cargas adicionales. Mahalingham et al. (1989) sugieren una
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Figura 2.8: Planteamiento geome´trico del ca´lculo del MEE.
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combinacio´n del PAC y del MEE para obtener un criterio de estabilidad aplicable a
terreno irregular, considerando fuerzas inerciales e incluyendo la posibilidad de perder
accidentalmente un apoyo. Esto se conseguirı´a tomando un vector de aceleracio´n
generalizado (aceleracio´n inercial ma´s gravedad), que an˜adirı´a o reducirı´a el trabajo
requerido para levantar el cdg de la ma´quina sobre el eje del polı´gono de apoyo. No
obstante, no hay constancia de que lo llegasen a estudiar en profundidad ni, menos au´n,
que lo implementaran. Aun ası´, continuarı´a restringie´ndose a robots con seis patas como
mı´nimo.
El MEE, al igual que los ma´rgenes de estabilidad precedentes, sigue sin tener en
cuenta otros efectos que pueden ser importantes en la locomocio´n por terreno natural,
como el efecto del hundimiento de los apoyos en suelos blandos. Del mismo modo,
tampoco tiene en cuenta el efecto estabilizador que puede tener una pata en el aire, que
podrı´a evitar que la ma´quina volcara. Para paliar este defecto, Nagy propuso en 1991 una
adaptacio´n del MEE para locomocio´n en terreno blando, que tiene en cuenta ese posible
efecto estabilizador. Este margen de estabilidad, denominado margen energe´tico
acomodaticio de estabilidad, MEAE (Compliant Energy Stability Margin, CESM) es
siempre menor que el MEE, debido al hundimiento de los apoyos por un aumento del
peso sobre ellos durante el vuelco de la ma´quina. Para el ca´lculo del MEE, Messuri
determina el polı´gono de apoyo teniendo en cuenta la altura de las irregularidades del
terreno. En cambio Nagy, mediante un modelo preciso de la compresibilidad del terreno,
predice el hundimiento de los apoyos al volcar la ma´quina sobre ellos y calcula el
MEAE sobre el nuevo polı´gono de apoyo. Nagy (1991) define tambie´n el margen
energe´tico de estabilidad de vuelco, MEEV (Tipover Energy Stability Margin, TESM),
y el margen energe´tico acomodaticio de estabilidad de vuelco, MEAEV (Tipover
Compliant Energy Stability Margin, TCESM), como una extensio´n del MEE y MEAE
respectivamente, que tiene en cuenta el posible efecto estabilizador de una pata en el aire.
Para ello, calcula el polı´gono de apoyo de vuelco (Tipover support polygon, TSP) de
la misma manera que se calcula el polı´gono de apoyo, pero teniendo en cuenta tambie´n
las patas que no este´n en contacto con el suelo. Si el polı´gono de apoyo de vuelco
coincide con el polı´gono de apoyo, entonces las patas en el aire no tienen ningu´n efecto
estabilizador y el MEEV coincide con el MEE y el MEAEV coincide con el MEAE.
De lo contrario se calculara´ tanto el MEE como el MEAE para el nuevo polı´gono de
apoyo de vuelco, resultando el MEEV y el MEAEV, respectivamente, como el valor que
proporciona mayor estabilidad teniendo en cuenta ambos polı´gonos de apoyo. Por lo
tanto MEEV ≥MEE y MEAEV ≥MEAE.
Para la mayorı´a de los robots caminantes, coincidira´n el MEEV y el MEE, puesto
que las patas en el aire esta´n demasiado elevadas como para mejorar la estabilidad. So´lo
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en el caso de robots basados en estructuras deslizantes (Ishino et al. 1983) el MEEV es
significativamente mayor que el MEE y esta medida resulta verdaderamente u´til.
Finalmente, Hirose et al. (1998) sugieren que el margen energe´tico de estabilidad
es el ma´s adecuado de los existentes para robots esta´ticamente estables y proponen que
esta medida de estabilidad este´ normalizada respecto al peso del vehı´culo, de forma que
pueda utilizarse como criterio comparativo entre diferentes ma´quinas. Por esta razo´n
proponen el margen energe´tico de estabilidad normalizado, MEEN (Normalized
Energy Stability Margin, NEEM) que se define como:
SMEEN =
SMEE
mg
= min(hi) (2.3)
donde hi viene expresado por la ecuacio´n 2.1.
2.3 Medidas de estabilidad dina´mica en robots caminantes
Una vez revisadas las medidas de estabilidad esta´tica, esta seccio´n se centra en las
medidas de estabilidad dina´mica que han sido aplicadas a robots caminantes utilizando
modos de caminar esta´ticamente estables. El primer criterio de estabilidad dina´mica,
aplicado a cuadru´pedos que se mueven de un modo reptante (manteniendo un tria´ngulo
de apoyo), fue propuesto por Orin como una extensio´n del criterio de la proyeccio´n
del centro de gravedad. Mientras e´ste determinaba la estabilidad esta´tica en funcio´n de
la posicio´n de la proyeccio´n horizontal del centro de gravedad, el me´todo del centro
de presio´n (Center of Pressure, COP) (Orin 1976) hace lo propio para determinar la
estabilidad dina´mica, proyectando la posicio´n del centro de gravedad en la direccio´n de
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Figura 2.9: Planteamiento geome´trico del ca´lculo del CME.
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la fuerza resultante que actu´a sobre dicho punto, englobando e´sta efectos inerciales,
gravitatorios y perturbaciones externas. De esta forma, se define el margen de
estabilidad dina´mica, MED (Dynamic Stability Margin, DSM), como la menor de las
distancias desde el centro de presio´n hasta los lı´mites del polı´gono de apoyo (Gonza´lez
de Santos et al. 1998) (ve´ase la figura 2.9). El inconveniente que presenta esta medida
es que, en condiciones esta´ticas (cuando la u´nica fuerza que se considera apreciable es
la gravedad) y en terreno horizontal, coincide con el margen de estabilidad esta´tica, y en
estas condiciones no se tiene en cuenta el efecto de la altura de la ma´quina que, como
ya se ha visto, juega un papel muy importante en la estabilidad. Adema´s, del mismo
modo que se ha visto para el margen de estabilidad esta´tica, el margen de estabilidad
dina´mica no es el o´ptimo desde un punto de vista energe´tico en terreno inclinado, pues,
una vez situado el cdg en el punto de ma´ximo MED, una perturbacio´n harı´a volcar antes
la ma´quina pendiente abajo que pendiente arriba.
Posteriormente, Kang et al. (1997) renombran este criterio de estabilidad dina´mica
como el centro de masas efectivo, CME (Effective Mass Center, EMC), y lo redefinen
basa´ndose en el punto de momento nulo2 (Zero Moment Point, ZMP), utilizado en el
control de robots bı´pedos y en cuadru´pedos siguiendo modos de caminar dina´micamente
estables (trote y galope) (Vukobratovic 1970). Sin embargo, ambos criterios de
estabilidad resultan ser el mismo, puesto que el punto de momento nulo y el centro de
presio´n son el mismo punto, como demuestra recientemente Goswami (1999). Yoneda
y Hirose (1997) demuestran que, adema´s, el criterio del centro de masas efectivo no es
aplicable cuando el polı´gono de apoyo no esta´ confinado en un plano, sino que es una
superficie tridimensional.
Paralelamente se han definido otros criterios de estabilidad dina´mica, basados en los
momentos que se producen alrededor de los lı´mites del polı´gono de apoyo debido a los
efectos dina´micos en el robot. Las fuerzas y momentos aplicados sobre el cdg del robot
pueden provocar la desestabilizacio´n de la ma´quina, causando el vuelco de la misma.
Durante este vuelco, el robot pierde la mayor parte de sus apoyos, de forma que los pies
que se mantienen en el suelo son los que esta´n alineados, formando un eje de rotacio´n,
alrededor del cual el robot vuelca.
Para enfocar el problema conside´rese el cuerpo de la figura 2.10. Dicho cuerpo esta´
formado por la unio´n de varios miembros, de tal forma que existe movimiento relativo
entre ellos. El so´lido resultante se encuentra situado sobre una superficie y esta´ sometido
a una serie de fuerzas internas, debido al movimiento relativo de sus miembros. Por
tanto, el cdg del cuerpo puede tener una velocidad no nula relativa al suelo, aunque la
2Lugar del plano del polı´gono de apoyo en el que se anula el momento generado por las fuerzas y
momentos de reaccio´n del suelo
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Figura 2.10: Fuerzas de accio´n y reaccio´n entre un cuerpo y el suelo.
superficie de contacto con el suelo no se mueva. Entre el suelo y el cuerpo se produce
una interaccio´n por el principio de accio´n y reaccio´n, siendo FR la accio´n del cuerpo
sobre el suelo y −FR la reaccio´n del suelo. En el caso de que el conjunto de fuerzas
internas del cuerpo fueran tales que provocaran la inestabilidad del cuerpo, se producirı´a
un giro alrededor de una de las aristas de la superficie que esta´ en contacto con el suelo.
Si esto sucediera, el momento de la fuerza de reaccio´n del suelo, −Mi, alrededor del eje
de giro definido por el vector unitario ei, tendrı´a la direccio´n y sentido del vector ei. O
visto desde el punto de vista de la fuerza de accio´n FR, el momento de esta fuerza, Mi,
tendrı´a la direccio´n y sentido contrario al vector ei.
Conside´rese ahora la figura 2.11(a), que muestra un robot de cuatro patas dotado de
un brazo manipulador. Este robot tiene un nu´mero determinado de patas apoyadas en el
suelo (cuatro en este instante), y estos puntos de apoyo esta´n fijos sobre el suelo sin que
exista deslizamiento. Sin embargo, el cdg del robot esta´ sometido a una serie de fuerzas
y momentos que son:
• Fuerzas y momentos inerciales, FI y MI, responsables del movimiento del cdg
del robot.
• Fuerzas y momentos gravitatorios, FG y MG, como suma del efecto de la
gravedad en todos los miembros del robot.
• Fuerzas y momentos de manipulacio´n, FM y MM, debidos a la dina´mica del
manipulador y a las fuerzas en su extremo efectivo. Tambie´n se incluyen aquı´ las
fuerzas y momentos debidos a la dina´mica de alguna pata en fase de transferencia.
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• Fuerzas y momentos de sujecio´n, FSi yMSi, debidos a la dina´mica de la pata i en
fase de apoyo (contribuyendo a sustentar y propulsar el cuerpo) y que transmiten
al cuerpo las fuerzas de reaccio´n del suelo en el apoyo i, Fri.
El equilibrio dina´mico sobre el cdg del robot se muestra en la figura 2.11(b), donde
FS y MS son la fuerza y el momento resultantes debidos a la suma de fuerzas y
momentos de sujecio´n de cada pata. Al establecer el equilibrio de fuerzas y momentos
se tiene que:
FI = FS + FG + FM (2.4)
 


	
 


ﬀﬂﬁ
ﬃ! "
#%$
&('
)*
+-,
.0/
13254
687:9
; <
= >
Figura 2.11: (a) Fuerzas y momentos que actu´an sobre un robot caminante dotado de un manipulador. (b)
Equilibrio dina´mico en el cuerpo del robot.
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Figura 2.12: Momentos que genera la resultante de fuerzas de accio´n sobre el terreno alrededor de los
lı´mites del polı´gono de apoyo.
MI =MS +MG +MM (2.5)
Este conjunto de fuerzas y momentos pueden provocar la desestabilizacio´n del robot.
Para que esta situacio´n no se produzca es preciso que las fuerzas de accio´n sobre el
suelo (o de reaccio´n) contrarresten ese efecto. Cuando esto no sea posible se producira´
un momento negativo de rotacio´n alrededor de los lados del polı´gono de apoyo (Mi).
El momento alrededor de un eje de giro se considera positivo si tiene el mismo sentido
que el vector unitario en la direccio´n del eje, y e´ste se considera positivo al recorrer el
polı´gono de apoyo en sentido horario (ve´ase la figura 2.12).
Teniendo en cuenta esta consideracio´n, Lin y Song (1993) redefinen el margen de
estabilidad dina´mica, MED,3 como el menor de los momentos, alrededor de los lı´mites
del polı´gono de apoyo, de la fuerza resultante de accio´n sobre el suelo (FR), normalizado
respecto al peso del vehı´culo. El sistema se considera dina´micamente estable si todos
los momentos respecto a todos los lı´mites del polı´gono de apoyo son positivos (ve´ase
la figura 2.12). Matema´ticamente, el margen de estabilidad dina´mica, SMED, se puede
3En lo sucesivo, se utilizara´ el te´rmino centro de masas efectivo (CME) para referirse indistintamente
al criterio de estabilidad dina´mica de Orin (1976) y al centro de masas efectivo, reserva´ndose el te´rmino
margen de estabilidad dina´mica para el criterio de Lin y Song (1993).
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expresar de la forma:
SMED = min
(
Mi
mg
)
(2.6)
siendo
Mi = ei · (FR ×Pi +MR) (2.7)
donde Mi es el momento alrededor del lado i del polı´gono de apoyo causado por la
fuerza y el momento resultantes de accio´n sobre el suelo FR yMR, respectivamente; ei
es un vector unitario en la direccio´n del eje de giro (lado del polı´gono de apoyo); y Pi
es el vector de posicio´n del apoyo i desde el centro de gravedad de la ma´quina.
En 1997, Yoneda y Hirose proponen el criterio de estabilidad de vuelco (Tumble
Stability Judgment, TSJ), tambie´n basado en momentos alrededor de los lados del
polı´gono de apoyo y muy parecido al MED, establecido por Lin y Song. Su aplicacio´n
esta´ dirigida a manipuladores mo´viles con ruedas (ve´ase la figura 2.13) o patas
Figura 2.13: Manipulador mo´vil para trabajos de mantenimiento de tendidos ele´ctricos (Kyushu Electronic
Power Co., Inc. 1993).
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(ma´quinas caminantes con manipuladores a bordo) y trata de analizar la estabilidad de la
ma´quina cuando esta´ sometida a fuerzas de reaccio´n debidas a la manipulacio´n, adema´s
de otros efectos inerciales y gravitatorios. Considerando la existencia de una fuerza y un
momento inerciales,FI yMI, causantes de la aceleracio´n del cdg, el equilibrio dina´mico
del cuerpo del vehı´culo se establece como:
FI = −FR + FG + FM (2.8)
MI = −MR +MG +MM (2.9)
dondeFG yMG son la resultante de fuerzas y momentos gravitatorios respectivamente,
FM y MM son la resultante de fuerzas y momentos producidos sobre la ma´quina por la
reaccio´n del manipulador, y −FR y −MR son la resultante de fuerzas y momentos de
reaccio´n del suelo (Yoneda y Hirose desprecian, en su ana´lisis, la dina´mica de las patas,
por lo que las fuerzas y momentos de sujecio´n coinciden con las fuerzas y momentos de
reaccio´n del suelo, respectivamente, es decir, FS = −FR y MS = −MR).
Segu´n el criterio de estabilidad de vuelco, el robot u´nicamente perdera´ la estabilidad
cuando exista un momento alrededor de algu´n eje del polı´gono de apoyo, debido a la
resultante de fuerzas y momentos de reaccio´n del suelo, −FR y −MR, y no exista
ningu´n otro apoyo en el sentido del giro que impida el vuelco.
Para calcular el momento alrededor del eje de giro, la fuerza y momento resultantes
de reaccio´n del suelo se obtienen de 2.8 y 2.9, resultando:
−FR = FI − FG − FM (2.10)
−MR =MI −MG −MM (2.11)
Sea ei un vector unitario en la direccio´n del eje de giro que representa el lado i
del polı´gono de apoyo; pi, el vector de posicio´n desde el centro de gravedad de la
ma´quina del apoyo i; y nj, el vector unitario de la superficie del suelo con origen en
el apoyo j (ve´ase la figura 2.14). El momento alrededor del eje i causado por las fuerzas
y momentos de reaccio´n del suelo viene dado por:
Mi = −MR · ei − FR × pi · ei (2.12)
En estas condiciones, el criterio de estabilidad de vuelco establece que el vehı´culo
es estable si existe algu´n punto de apoyo j que cumpla (ve´ase la figura 2.14):
{(pj − pi)× nj} ·Miei > 0 (2.13)
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Figura 2.14: Planteamiento geome´trico del ca´lculo del TSM.
donde pj es el vector de posicio´n del punto de apoyo j, siendo j 6= i.
Segu´n la ecuacio´n 2.13, la ma´quina es estable si existe algu´n apoyo en el sentido del
momento de giro que impida el vuelco.
Una vez determinado que el sistema es estable segu´n la ecuacio´n 2.13, el margen de
estabilidad de vuelco, MEV (Tumble Stability Margin, TSM) viene dado por el menor
de los momentos alrededor de los lı´mites del polı´gono de apoyo debidos a la fuerza y
momento de reaccio´n del suelo, normalizado respecto al peso del vehı´culo. Es decir:
SMEV = min
( |Mi|
mg
)
(2.14)
Recientemente, Zhou et al. (2000) han propuesto otro criterio de estabilidad basado
en momentos. El margen del momento de sujecio´n del pie (Leg-end Supporting
Moment, LSM) es exactamente igual que el MEV, con la salvedad de que, en lugar
de calcular la resultante de fuerzas de reaccio´n del suelo estableciendo el equilibrio
dina´mico del vehı´culo (ve´anse las ecuaciones 2.10 y 2.11), se utilizan sensores de fuerza
en los apoyos para medir la resultante de las fuerzas y momentos de reaccio´n del suelo.
Esta variante es ma´s adecuada, puesto que la lectura directa de las fuerzas de reaccio´n
del suelo evita los errores del MEV al considerar FS = −FR, despreciando la dina´mica
de las patas.
Todas las medidas de estabilidad dina´mica que se han revisado hasta este momento,
a excepcio´n del CME, se basan en momentos de giro alrededor de los lı´mites del
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Figura 2.15: Medida de estabilidad Fuerza-A´ngulo.
polı´gono de apoyo. Papadopoulos y Rey (1996) proponen un enfoque diferente para
resolver los problemas de estabilidad en manipuladores mo´viles, como el mostrado en
la figura 2.13. Dicho criterio puede aplicarse a sistemas sometidos a efectos inerciales y
a fuerzas de manipulacio´n, que trabajan sobre cualquier tipo de terreno. Este criterio
de estabilidad dina´mica, denominado fuerza-a´ngulo, MEFA (Force-Angle Stability
Measure), consiste en determinar el a´ngulo que forma la componente de la fuerza y
momento de accio´n del vehı´culo sobre el suelo que contribuye al vuelco, F∗i , con el
vector que, con origen en el centro de gravedad de la ma´quina, es normal al eje de giro
del polı´gono de apoyo, Ri (ve´ase la figura 2.15). El lı´mite de estabilidad se produce
cuando este a´ngulo se anula. En condiciones estables, el margen de estabilidad vendra´
dado por la medida de este a´ngulo, ponderado por la magnitud de la fuerza de accio´n
sobre el terreno, FR, por lo que la medida es sensible a la carga de manipulacio´n. La
expresio´n de la medida de estabilidad Fuerza- ´Angulo es, por tanto:
SMEFA = min(αi) · ‖FR‖ (2.15)
donde FR viene dada por:
FR = FG + FM − FI (2.16)
2.3 Medidas de estabilidad dina´mica en robots caminantes 37
FG es la resultante de fuerzas gravitatorias que actu´an sobre el cuerpo del vehı´culo,
FM es la resultante de fuerzas provocadas por la manipulacio´n y FI es la resultante de
fuerzas inerciales.
Del mismo modo, existe un momento resultante MR dado por:
MR =MG +MM −MI (2.17)
donde MG es la resultante de momentos gravitatorios que actu´an sobre el cuerpo del
vehı´culo, MM es la resultante de momentos debidos a la manipulacio´n y MI es la
resultante de momentos inerciales.
Para calcular el a´ngulo αi es preciso obtener las componentes de la fuerza y
momento de accio´n sobre el terreno que contribuyen al giro alrededor del lado i del
polı´gono de apoyo. Sean Fi y Mi dichas componentes de la fuerza FR y del momento
MR, respectivamente (ve´ase la figura 2.15),que se obtienen de:
|Fi| = FR · (uRi × ei) (2.18)
|Mi| =MR · ei (2.19)
donde uRi es un vector unitario en la direccio´n y sentido de Ri.
Sea Fni un par de fuerzas que, teniendo como brazo el segmento dado por Ri,
provocan un par Mi, es decir:
Fni =
Ri ×Mi
|Ri| (2.20)
Entonces, la fuerza neta F∗i , que contribuye al momento alrededor del lado i del
polı´gono de apoyo, vendra´ dada por:
F∗i = Fi + Fni (2.21)
Finalmente, el a´ngulo αi que forma F∗i con Ri (ve´ase la figura 2.15) puede
expresarse como:
αi = σi cos−1(uF∗i · uRi) (2.22)
donde −pi ≤ αi ≤ pi. Los vectores uF∗i y uRi son vectores unitarios en la direccio´n de
F∗i y Ri, respectivamente; σi es el signo de αi y viene dado por:
σi =
{
+1 si (uRi × uF∗i ) · ei < 0
−1 en otro caso (2.23)
38 Medidas de estabilidad en robots caminantes: estudio comparativo
donde ei es un vector unitario en la direccio´n del eje de giro sobre el polı´gono de apoyo.
No´tese que para el ca´lculo del margen de estabilidad segu´n la ecuacio´n 2.15 se
utiliza la fuerza resultante de accio´n sobre el terreno, FR, en lugar de la fuerza neta
que contribuye al vuelco, F∗i . Esto es ası´ para evitar introducir discontinuidades en el
margen de estabilidad, cuando se produce el cambio del lado del polı´gono de apoyo que
minimiza la estabilidad.
Para medir la estabilidad de una ma´quina concreta, la medida de estabilidad Fuerza-
´Angulo se normaliza en funcio´n de los valores nominales de a´ngulo (αnom) y fuerza
(Fnom), que sera´n los del sistema en condiciones ideales, es decir, en una situacio´n
esta´tica, en terreno horizontal y con el brazo manipulador en posicio´n de descanso. La
expresio´n matema´tica de la medida de estabilidad Fuerza- ´Angulo normalizada resulta
ser:
SˆMEFA = min
αi
αnom
‖ FR
Fnom
‖ (2.24)
Dicha normalizacio´n tambie´n facilita la comparacio´n de diferentes ma´quinas con
dimensiones y masa distintas.
Aquı´ finaliza la revisio´n de los criterios de estabilidad ma´s relevantes que han sido
aplicados a ma´quinas caminantes. La figura 2.16 agrupa los ma´rgenes de estabilidad
esta´ticos y dina´micos que se han presentado en las dos u´ltimas secciones. En la
pro´xima seccio´n se presenta un estudio comparativo de los ma´rgenes de estabilidad ma´s
significativos. Dicho estudio se ha realizado mediante simulacio´n (ve´ase el ape´ndice B),
con el objetivo de establecer una clasificacio´n cualitativa y determinar cua´l es el criterio
de estabilidad ma´s adecuado ante diferentes situaciones (terreno horizontal frente a
terreno inclinado, ausencia o presencia de fuerzas de manipulacio´n, fuerzas inerciales,
etc).
2.4 Estudio comparativo de los principales ma´rgenes de
estabilidad
Una vez revisados los criterios de estabilidad que se aplican en robots caminantes,
llega el momento de seleccionar cua´les de ellos son ma´s adecuados para determinadas
situaciones (sobre distintos tipos de terreno y en presencia o ausencia de efectos
dina´micos). Para llevar a cabo este proceso de seleccio´n, se ha realizado un estudio
comparativo de los ma´rgenes que proporcionan los principales criterios de estabilidad
ante diferentes situaciones. Los ma´rgenes de estabilidad seleccionados son el margen
de estabilidad esta´tica (ME), el margen energe´tico de estabilidad normalizado (MEEN),
2.4 Estudio comparativo de los principales ma´rgenes de estabilidad 39
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Figura 2.16: Ma´rgenes de estabilidad esta´ticos y dina´micos.
el margen de estabilidad dina´mica (MED), el margen de estabilidad de vuelco (MEV),
el margen de estabilidad fuerza-a´ngulo (MEFA) y el centro de masas efectivo (CME);
descartando aquellos criterios que no son aplicables a cuadru´pedos (los que utilizan el
PAC). De los criterios que resultan ser pequen˜as variantes como el ME, MEL y el MELD
o el MEE, MEEA, MEEV y MEEN, se han elegido para la comparacio´n los criterios
originales normalizados (ME y MEEN).
Estos seis criterios seleccionados se comparan mediante simulacio´n, utilizando el
modelo del robot cuadru´pedo SILO4 (ve´ase el ape´ndice A). La simulacio´n se ha
realizado utilizando la librerı´a de funciones que se describe brevemente en el ape´ndice B,
con la que se ha definido la geometrı´a y la dina´mica del robot, se ha establecido el
modelo dina´mico del contacto con el terreno y se ha programado la generacio´n y el
control de trayectorias en los pies, ası´ como el modo de caminar. Los ma´rgenes de
estabilidad se han calculado mientras el robot avanza en trayectoria rectilı´nea, siguiendo
un modo de caminar discontinuo de dos fases (Gonzalez de Santos and Jimenez 1995) y
en las siguientes situaciones:
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1. En terreno horizontal y en condiciones esta´ticas.
2. En terreno horizontal y en presencia de efectos inerciales.
3. En terreno horizontal, en presencia de efectos inerciales y de manipulacio´n.
4. En terreno inclinado y en condiciones esta´ticas.
5. En terreno inclinado y en presencia de efectos inerciales.
6. En terreno inclinado, en presencia de efectos inerciales y de manipulacio´n.
Estas seis situaciones se han seleccionado por representar, separadamente y de menor
a mayor grado de complejidad, las situaciones en las que puede encontrarse un robot
caminante. La existencia de suelo irregular, efectos inerciales en el movimiento de sus
miembros y fuerzas externas debido a la carga de un manipulador o herramienta son
frecuentes en este tipo de aplicaciones y son las principales causas de inestabilidad.
A continuacio´n se presenta el estudio comparativo de los ma´rgenes de estabilidad
seleccionados en cada una de las situaciones anteriores. El proceso de comparacio´n se
repite en cada caso y, por este motivo, la lectura puede resultar tediosa. Para un estudio
en profundidad se recomienda la lectura detallada de todos los casos; sin embargo, los
resultados globales pueden entenderse simplemente con la lectura de los casos 1, 5 y 6.
2.4.1 Ma´rgenes de estabilidad en terreno horizontal y en condiciones
esta´ticas
El primer caso de estudio corresponde a los seis criterios seleccionados cuando el robot
SILO4 se encuentra en la siguiente situacio´n:
• Avanza en la direccio´n de su eje longitudinal.
• Se encuentra sobre suelo horizontal y llano (sin irregularidades).
• Se desprecia la inercia de sus patas.
• Se desprecian los efectos inerciales sobre el cdg.
Los ma´rgenes de estabilidad obtenidos bajo estas condiciones se muestran en la
figura 2.17. Debido a la simetrı´a del modo discontinuo de dos fases se ha representado
u´nicamente medio ciclo de locomocio´n, que consiste en la transferencia o avance de
una pata trasera seguido de la transferencia o avance de la pata delantera adyacente
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Figura 2.17: Comparacio´n de ma´rgenes de estabilidad durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en condiciones esta´ticas y sobre terreno horizontal, cuando el cdg del robot esta´
situado a una altura de 320 mm sobre el nivel del suelo (lı´nea continua) y cuando el cdg se situ´a a 420 mm
(lı´nea de puntos).
y, posteriormente, el avance del cuerpo propulsado por todas sus patas en apoyo. En
la figura se aprecia co´mo todos los criterios seleccionados reflejan un incremento del
margen de estabilidad cuando el robot pasa de tener una pata en transferencia a tener
las cuatro patas apoyadas. Esto sucede tanto en el momento de cambio de la pata que
esta´ en transferencia como durante el avance del cuerpo. Tambie´n se observa que los
criterios ME, MED, MEV y CME proporcionan exactamente los mismos ma´rgenes
de estabilidad bajo estas condiciones de estudio (ausencia de efectos dina´micos y
terreno horizontal). ´Unicamente el MEFA y el MEEN se diferencian del resto, ya que
representan magnitudes diferentes (ve´anse las respectivas definiciones en el glosario de
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te´rminos).
Tambie´n hay que tener en cuenta que, en condiciones esta´ticas y en terreno
horizontal, u´nicamente los criterios MEEN y MEFA tienen en cuenta la variacio´n de
la altura del robot, como se muestra en la figura 2.17, donde tambie´n se comparan los
seis ma´rgenes de estabilidad cuando el robot camina manteniendo su cdg a una altura
de 320 mm sobre el nivel del suelo (lı´nea continua) con los mismos ma´rgenes cuando la
altura del cdg aumenta hasta 420 mm (lı´nea discontinua).
Es importante destacar que en todos los criterios coincide el instante de ma´xima
estabilidad, sen˜alado en la figura 2.17 con flechas verticales, que corresponde, en este
caso, al momento en el que el centro de gravedad coincide con la mitad de la trayectoria
de avance del cuerpo. El MEEN, en condiciones esta´ticas, determina el instante en el
que la estabilidad del robot es o´ptima, por definicio´n. Por lo tanto, en este caso, todos
los ma´rgenes coinciden en el instante en que la estabilidad es o´ptima desde el punto de
vista energe´tico, es decir, el trabajo que se necesita para que una perturbacio´n vuelque
la ma´quina sobre cualquier lado del polı´gono de apoyo es el mismo.
Con este estudio podemos concluir que todos los criterios seleccionados son
adecuados para la situacio´n esta´tica y en terreno horizontal; sin embargo, so´lo el MEEN
y MEFA son o´ptimos desde el punto de vista energe´tico, puesto que so´lo ellos tienen en
cuenta la altura del cdg del robot (la medida de estabilidad debe disminuir al aumentar
la altura del cdg del robot).
2.4.2 Ma´rgenes de estabilidad en terreno horizontal y en presencia de
efectos inerciales
Un segundo estudio comparativo de los diferentes criterios se representa en la
figura 2.18, que muestra los ma´rgenes de estabilidad correspondientes a los seis criterios
seleccionados, durante medio ciclo de locomocio´n, cuando el robot SILO4 se encuentra
en la siguiente situacio´n:
• Avanza en la direccio´n de su eje longitudinal.
• Se encuentra sobre terreno horizontal y llano.
• Existen efectos dina´micos, es decir, las inercias debidas a la masa y aceleracio´n
del cuerpo del robot, ası´ como de sus patas son significativas.
• Se consideran las elasticidades en las articulaciones de las patas del robot.
En la figura se representan, mediante flechas, los instantes de ma´xima estabilidad
segu´n los diferentes criterios. Igual que en el caso de ausencia de efectos dina´micos,
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Figura 2.18: Comparacio´n de ma´rgenes de estabilidad durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en presencia de efectos dina´micos y sobre terreno horizontal.
todos los criterios coinciden en el instante de ma´xima estabilidad. Sin embargo,
aparecen diferencias entre los ma´rgenes de estabilidad ME, MEEN, MEV, MED y CME,
que coincidı´an en todo momento cuando los efectos dina´micos no eran significativos.
Mientras el ME y MEEN continu´an manteniendo los valores del caso anterior (ve´ase la
figura 2.17), los ma´rgenes MED, MEV, MEFA y CME sufren ligeras modificaciones
debido a la inercia de las patas en su transferencia y a las elasticidades de las
articulaciones. La figura 2.19, que compara los ma´rgenes de estabilidad ME y MED,
muestra diferencias significativas entre ellos. Ası´ como el ME mantiene unos ma´rgenes
constantes durante la transferencia de las patas, el MED sufre ligeras variaciones,
especialmente importantes en el momento del levantamiento de una pata, cuando se
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reduce notablemente la estabilidad, debido a la inercia de las patas. En la figura tambie´n
se observan oscilaciones en el margen de estabilidad dina´mica en el momento del apoyo
ası´ como en el de levantamiento de alguna pata. Esto se debe a la elasticidad que existe en
las articulaciones de las patas del robot, lo que no refleja el ME. Otro efecto importante
que el MED destaca (y el ME no), es una reduccio´n del margen de estabilidad durante
el avance del cuerpo, especialmente en los instantes inicial y final del movimiento. ´Este
es el efecto que tiene la inercia del cuerpo en la estabilidad de la ma´quina. Durante la
primera mitad del avance del cuerpo se produce la etapa de aceleracio´n, de manera que la
fuerza inercial esta´ dirigida en el sentido del movimiento. Ası´, la fuerza de accio´n sobre
el terreno (inercia) se opone al movimiento, disminuyendo el margen de estabilidad (se
facilita el vuelco de la ma´quina sobre los apoyos traseros). Durante la segunda mitad
del avance del cuerpo tiene lugar la desaceleracio´n, de manera que la inercia favorece el
movimiento hacia adelante, disminuyendo el margen de estabilidad (se facilita el volcado
sobre los apoyos delanteros). Por u´ltimo, cabe destacar el efecto ela´stico que se produce
al te´rmino del avance del cuerpo. El punto de aplicacio´n de la reaccio´n del suelo (ZMP)
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Figura 2.19: Margen de estabilidad esta´tico y dina´mico durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en presencia de efectos dina´micos y sobre terreno horizontal.
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sufre un ligero retroceso debido a la elasticidad de las articulaciones, de manera que el
margen de estabilidad dina´mica aumenta ligeramente al te´rmino del avance.
El MED, el MEV, el MEFA y el CME reflejan claramente los efectos dina´micos.
Sin embargo el ME y el MEEN no los reflejan; por lo tanto, estos dos ma´rgenes son
completamente inadecuados para robots cuyos efectos dina´micos sean significativos.
El MED, el MEV, el MEFA y el CME son va´lidos bajo la situacio´n que se estudia.
Adema´s el MED y el MEV son exactamente iguales. El CME es muy parecido a los
dos anteriores, aunque refleja menos oscilaciones, por no utilizar en su ca´lculo fuerzas
de reaccio´n del suelo horizontales, y por lo tanto no tener en cuenta la componente
horizontal de las fuerzas ela´sticas en las articulaciones del robot. Por u´ltimo, el MEFA
tambie´n es parecido a los anteriores en la forma de la gra´fica, aunque la magnitud que
mide es diferente. En cualquier caso la informacio´n que proporciona es la misma que
cualquiera de los ma´rgenes anteriores.
En cuanto al efecto de la altura del cdg del vehı´culo, e´ste u´nicamente esta´ reflejado
en el MEEN y el MEFA, como se vio en el apartado anterior. Por lo tanto, el margen de
estabilidad que proporciona una medida energe´ticamente o´ptima, en las condiciones de
estudio, es el MEFA.
2.4.3 Ma´rgenes de estabilidad en terreno horizontal, en presencia de
efectos inerciales y fuerzas de manipulacio´n
La figura 2.20 muestra los ma´rgenes de estabilidad correspondientes a los seis criterios
seleccionados, estando el robot SILO4 en las siguientes situaciones:
• Avanza en la direccio´n de su eje longitudinal.
• Se encuentra sobre terreno horizontal y llano.
• Existen efectos dina´micos, es decir, las inercias debido a la masa y aceleracio´n del
cuerpo del robot ası´ como de sus patas son significativas.
• Se consideran las elasticidades en las articulaciones de las patas del robot.
• Durante todo el movimiento existe una fuerza de manipulacio´n horizontal de 20
N, aplicada sobre el centro de gravedad del robot y en la direccio´n contraria al
avance.
En la figura se representan, mediante flechas, los instantes de ma´xima estabilidad
segu´n los diferentes criterios. Al contrario que en el caso de ausencia de fuerzas de
manipulacio´n, los criterios no coinciden en el instante de ma´xima estabilidad. La
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Figura 2.20: Comparacio´n de ma´rgenes de estabilidad durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en presencia de efectos dina´micos, sobre terreno horizontal y bajo la accio´n de
una fuerza constante de 20 N en contra de la direccio´n de avance.
presencia de una fuerza constante oponie´ndose al movimiento provoca un retardo del
instante de ma´xima estabilidad en los ma´rgenes dina´micos (MEV, MEFA, MED y CME)
frente a los esta´ticos (ME y MEEN). Adema´s, aparecen importantes diferencias entre los
ma´rgenes de estabilidad esta´ticos y los dina´micos durante la transferencia de alguna
pata. El margen de estabilidad segu´n los criterios dina´micos disminuye durante la
transferencia de la pata trasera, y aumenta durante la transferencia de la delantera, puesto
que en el primer caso, la fuerza de manipulacio´n favorece la inestabilidad, mientras
que en el segundo favorece la estabilidad. Estos efectos se aprecian con ma´s claridad
en la figura 2.21, que compara los ma´rgenes de estabilidad ME y MED. En ella se
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observan diferencias significativas entre los dos ma´rgenes de estabilidad. Ası´ como
el ME mantiene unos ma´rgenes constantes durante la transferencia de las dos patas,
el MED sufre, adema´s de las variaciones debidas a la inercia de las patas y a las
elasticidades en las articulaciones, un decremento e incremento, durante el avance de la
pata trasera y delantera respectivamente, debido al efecto de la fuerza de manipulacio´n.
Es evidente que si esta fuerza aumentara, la estabilidad podrı´a perderse en los momentos
de levantamiento de la pata trasera, donde la inercia reduce au´n ma´s el margen de
estabilidad.
Como ya se habı´a deducido en el apartado anterior, los criterios de estabilidad
esta´ticos no son va´lidos en presencia de efectos dina´micos ni tampoco, como se acaba
de mostrar, ante fuerzas de manipulacio´n. De entre los criterios dina´micos, u´nicamente
el MEFA proporciona valores diferentes del margen de estabilidad. Adema´s, el instante
de ma´xima estabilidad segu´n el MEFA no coincide con los dema´s ma´rgenes dina´micos.
Para demostrarlo ve´ase la figura 2.22, donde se representa esquema´ticamente el centro
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Figura 2.21: Margen de estabilidad esta´tico y dina´mico durante medio ciclo de un modo de caminar
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Figura 2.22: Centro de gravedad y apoyos para un robot plano sobre terreno horizontal en presencia de
fuerza de manipulacio´n.
de gravedad (G) de un robot caminante plano y sus apoyos (1 y 2) cuando existe una
fuerza FM aplicada sobre el cdg y dirigida en sentido contrario al avance del cuerpo.
En el instante de ma´xima estabilidad, segu´n el MEFA, se cumple que θ1 = θ2 = θ, y el
MED delantero y trasero, proporcionados por la ecuacio´n 2.6, son respectivamente:
MED1 = r1senθ (2.25)
MED2 = r2senθ (2.26)
y por lo tanto:
MED1
MED2
=
r1
r2
(2.27)
Para que se alcance el instante en que θ1 = θ2, cuando la fuerza FM se opone al
avance, es necesario que r1 > r2. Por tanto, segu´n la ecuacio´n 2.27, en el momento de
ma´ximo MEFA el MED delantero (MED2) es menor que el trasero (MED1). Por otro
lado, el instante de ma´ximo MED se produce cuando MED1 =MED2. En un instante
anterior MED1 < MED2 y en un instante posterior MED1 > MED2. Por lo tanto,
cuando la fuerza FM se opone al avance, el instante de ma´ximo MEFA es posterior al
del MED.
Aunque cualquiera de los criterios dina´micos, MED, MEV, MEFA y CME resultan
adecuados para cuantificar la estabilidad de un robot caminante en presencia de fuerzas
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de manipulacio´n, u´nicamente el MEFA tiene en cuenta la altura del robot. Sin embargo,
en las condiciones de estudio el MEFA no es el criterio o´ptimo desde el punto de vista
energe´tico, dado que su instante de ma´xima estabilidad no coincide con el instante en
el que se iguala la energı´a necesaria para volcar el robot alrededor de los lı´mites del
polı´gono de apoyo. Esto se muestra en la figura 2.23, que representa la diferencia
entre los instantes de ma´xima estabilidad segu´n el MEFA y segu´n un criterio o´ptimo
desde el punto de vista energe´tico para un amplio rango de fuerzas de manipulacio´n
en la direccio´n de avance del robot, siendo negativas aquellas que se oponen al sentido
del movimiento del mismo. Este margen o´ptimo, denominado margen energe´tico de
estabilidad dina´mica normalizado (MEEDN), se propone en en el capı´tulo 3 de esta
Tesis y es una extensio´n del MEEN al caso de existencia de efectos dina´micos y fuerzas
externas.
Como puede observarse en la figura 2.23, el instante de ma´ximo MEFA so´lo coincide
con el de ma´xima estabilidad, segu´n el criterio o´ptimo, en el caso de que la fuerza de
manipulacio´n sea nula. En los casos de fuerza positiva, el instante de ma´ximo MEFA es
siempre anterior al o´ptimo, y en los casos de fuerza negativa ocurre lo contrario.
−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05
−0.04
−0.03
−0.02
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
0.04
FM (N)
t m
a
x(M
EF
A)
−t m
a
x(M
EE
DN
) (
s)
Figura 2.23: Diferencia entre los instantes de ma´ximo MEFA y los de ma´xima estabilidad segu´n un criterio
o´ptimo desde el punto de vista energe´tico (MEEDN) para diferentes fuerzas de manipulacio´n (FM ).
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Figura 2.24: Comparacio´n de ma´rgenes de estabilidad durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en condiciones esta´ticas y sobre un terreno con 10o de inclinacio´n, cuando el
cdg del robot esta´ situado a una altura de 320 mm sobre el nivel del suelo (lı´nea continua) y cuando el cdg
se situ´a a 420 mm (lı´nea de puntos).
Por lo tanto, en el caso de terreno horizontal y presencia de fuerzas externas no
existe, hasta el momento, un criterio de estabilidad que proporcione el margen de
estabilidad o´ptimo desde el punto de vista energe´tico.
2.4.4 Ma´rgenes de estabilidad en terreno inclinado y en condiciones
esta´ticas
La figura 2.24 muestra los ma´rgenes de estabilidad correspondientes a los seis criterios
seleccionados, durante medio ciclo de locomocio´n, cuando el robot SILO4 camina bajo
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las condiciones siguientes:
• Avanza en la direccio´n de su eje longitudinal.
• Se encuentra sobre un terreno inclinado 10 grados respecto al plano horizontal.
• No existen efectos dina´micos.
En la figura se observan algunas diferencias significativas respecto a los casos de
terreno horizontal. En primer lugar, la estabilidad de la ma´quina es menor durante
la transferencia de la pata trasera (que se encuentra pendiente abajo) que durante la
transferencia de la pata delantera. Tambie´n se observa que los instantes de ma´xima
estabilidad de todos los criterios (sen˜alados por flechas en la figura) esta´n retrasados
respecto al instante en el que se completa media trayectoria de avance del cuerpo. Por
otro lado, ası´ como, en el caso de terreno horizontal, los u´nicos ma´rgenes de estabilidad
que tenı´an en cuenta el efecto desestabilizador de la altura del vehı´culo eran el MEEN
y MEFA, en el caso de terreno inclinado todos los ma´rgenes de estabilidad tienen en
cuenta este efecto. Esto se observa en la figura 2.24, donde se representan los ma´rgenes
de estabilidad cuando el cdg del robot esta´ situado a una altura de 320 mm sobre el nivel
del suelo (lı´nea continua) y cuando el cdg se situ´a a 420 mm (lı´nea de puntos).
Al igual que sucedı´a en los casos anteriores, los ma´rgenes de estabilidad
correspondientes a los criterios ME, MED, MEV y CME son ide´nticos. En cambio, los
 

q 
q 
   

	



 

ﬀﬂﬁ
ﬃ
 "!
a
# $ % &
'
#
(*),+.-0/2143
)
/65
1
-87
5
/:9<;>=
;
+@?BADC
EGFIHKJMLONQP4NKROSUTWVITYX
Figura 2.25: Centro de gravedad y apoyos de un robot plano sobre una superficie inclinada
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Figura 2.26: Diferencia entre instantes de ma´xima estabilidad para diferentes inclinaciones del terreno. (a)
MEEN y ME. (b) MEFA y MEEN.
criterios MEEN y MEFA proporcionan ma´rgenes diferentes. Sin embargo, a diferencia
de lo que sucedı´a en el caso de terreno horizontal, los instantes de ma´xima estabilidad
no coinciden para todos los criterios. En la figura se destacan, mediante flechas rojas,
los instantes de ma´xima estabilidad correspondientes a los ma´rgenes MEEN y MEFA,
que son posteriores al resto (flechas negras). Es decir, segu´n el ME, MED, MEV y
CME, la posicio´n del robot es o´ptimamente estable cuando el margen de estabilidad
esta´tica delantero (respecto al lı´mite correspondiente al apoyo situado pendiente arriba)
es ide´ntico al trasero (el situado pendiente abajo). Sin embargo, la probabilidad de que la
ma´quina vuelque pendiente abajo es mayor que la probabilidad de que vuelque pendiente
arriba. Estas probabilidades se iguaları´an si el centro de gravedad de la ma´quina se
desplazase ligeramente hacia sus apoyos situados pendiente arriba, reducie´ndose el valor
del margen de estabilidad delantero. Esto es precisamente lo que hace el MEEN, cuyo
instante de ma´xima estabilidad es el o´ptimo desde el punto de vista energe´tico, por su
propia definicio´n. El instante de ma´xima estabilidad segu´n el MEFA es posterior au´n
al del MEEN y como consecuencia, este margen no es o´ptimo desde el punto de vista
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energe´tico, puesto que una perturbacio´n volcarı´a al robot antes pendiente arriba que
pendiente abajo. La demostracio´n nume´rica de que el instante de ma´xima estabilidad
segu´n el MEFA es posterior al de ma´xima estabilidad segu´n el MEEN y que el instante
de ma´xima estabilidad segu´n el ME es anterior al de ma´xima estabilidad segu´n el MEEN
se presenta a continuacio´n.
Conside´rese la figura 2.25, donde se representa el centro de gravedad, G, de un
robot y sus apoyos sobre un plano inclinado un a´ngulo α respecto a la horizontal. Se
considera el a´ngulo positivo si la pendiente aumenta en la direccio´n de avance del robot.
Se representan tambie´n las rectas r1 y r2 que unen el cdg del robot con los lı´mites inferior
y superior del polı´gono de apoyo; los a´ngulos θ1 y θ2 que forman dichas rectas con la
resultante de fuerzas, que en condiciones esta´ticas coincide con el peso del robot; y las
componentes x y z de los puntos de apoyo y del cdg. Para demostrar nume´ricamente
que el instante de ma´ximo MEEN es posterior al de ma´ximo ME se representa en la
figura 2.26(a) la diferencia entre el instante de ma´ximo MEEN, tmax(MEEN), y el
instante de ma´ximo ME, tmax(ME), en funcio´n de la inclinacio´n del suelo. Se observa
que, para inclinaciones positivas, esta diferencia es siempre positiva, siendo el instante
de ma´ximo MEEN posterior al de ME, mientras que para inclinaciones negativas la
diferencia es negativa, es decir, el instante de ma´ximo MEEN es anterior al de ME. Lo
mismo sucede entre el instante de ma´ximo MEFA y el de MEEN, como se demuestra
en la figura 2.26(b), donde se aprecia que la diferencia entre los instantes de ma´ximo
MEFA y ma´ximo MEEN es siempre positiva para inclinaciones positivas y negativa para
inclinaciones negativas. Este u´ltimo caso tiene una demostracio´n analı´tica muy sencilla.
Ası´, segu´n el MEEN (ve´ase la ecuacio´n 2.1):
h1 = r1(1− cosθ1) (2.28)
h2 = r2(1− cosθ2) (2.29)
donde h1 y h2 son el incremento de altura que adquirirı´a el cdg del robot al volcar
alrededor de los apoyos 1 y 2 respectivamente. Adema´s, se cumple que:
cosθ1 =
zG − z1
r1
(2.30)
cosθ2 =
zG − z2
r2
(2.31)
donde
r1 =
√
(xg − x1)2 + (zG − z1)2 (2.32)
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r2 =
√
(xg − x2)2 + (zG − z2)2 (2.33)
En el instante de ma´xima estabilidad segu´n el MEFA se cumple que:
cosθ1 = cosθ2 (2.34)
Sustituyendo 2.30, 2.31 y 2.34 en las ecuaciones 2.28 y 2.29:
h1 = r1(1− zG − z1
r1
) (2.35)
h2 = r2(1− zG − z1
r1
) (2.36)
de lo que se deduce que:
h1
h2
=
r1
r2
(2.37)
La ecuacio´n 2.37 indica que los valores de ma´xima estabilidad segu´n los ma´rgenes
MEEN y MEFA u´nicamente coinciden en terreno horizontal, cuando r1 = r2. Si el
terreno esta´ inclinado un a´ngulo positivo, cuando los a´ngulos θ1 y θ2 se igualen entonces
r2 < r1 (ve´ase la figura 2.25). En estas condiciones, la ecuacio´n 2.37 concluye que
h2 < h1 en el instante de ma´ximo MEFA. Teniendo en cuenta que en el instante de
ma´ximo MEEN se cumple que h1 = h2, que un instante anterior a e´ste se cumple que
h1 < h2 y que un instante posterior se cumple que h1 > h2, se deduce que el instante en
el que el MEFA es ma´ximo es posterior al instante de ma´ximo MEEN. Si la inclinacio´n
del terreno es negativa, entonces el razonamiento es el inverso.
Aunque todos los criterios proporcionan una medida razonable de la estabilidad en
terreno inclinado y en condiciones esta´ticas, so´lo el MEEN es o´ptimo desde el punto de
vista energe´tico.
2.4.5 Ma´rgenes de estabilidad en terreno inclinado y en presencia de
efectos inerciales
El estudio comparativo de los criterios de estabilidad seleccionados continu´a con el caso
en el que el robot SILO4 se encuentra en las siguientes condiciones:
• Avanza en la direccio´n de su eje longitudinal.
• Se encuentra sobre un terreno inclinado 10 grados respecto al plano horizontal.
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• Las inercias debido a la aceleracio´n del cuerpo del robot, ası´ como de sus patas
son significativas.
• Tambie´n se consideran las elasticidades en las articulaciones de las patas del robot.
La figura 2.27 muestra los resultados de simulacio´n, donde las flechas representan los
instantes de ma´xima estabilidad segu´n los diferentes criterios. ´Unicamente los criterios
MED, MEV y CME coinciden en el instante de ma´xima estabilidad, habiendo pasado
a ser anteriores al instante de ma´xima estabilidad segu´n el ME. Esto se debe a que en
terreno inclinado, el instante en el que cambia el signo de la aceleracio´n, que se encuentra
en la mitad de la trayectoria, no coincide con el instante de ma´ximo ME. La figura 2.28
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Figura 2.27: Comparacio´n de ma´rgenes de estabilidad durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases, en presencia de efectos dina´micos y sobre un terreno con 10o de inclinacio´n.
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ilustra este caso. En ella se representan cuatro posiciones diferentes del cdg del robot
durante la trayectoria de avance del cuerpo (G1, G2, G3 y G4), estando el cdg sometido
a la accio´n de la fuerza inercial que causa su aceleracio´n y a la accio´n de la gravedad.
La fuerza de accio´n sobre el terreno, FR, viene dada por:
FR = mg + FRI (2.38)
donde FRI es la fuerza de inercia, es decir, la opuesta a la fuerza inercial. La posicio´n
G2 de la figura corresponde al punto en el que la aceleracio´n del cdg cambia de signo,
de forma que la fuerza de inercia, FRI , es nula en ese punto y, por lo tanto, la fuerza
de accio´n sobre el terreno es igual al peso. Durante las posiciones anteriores a e´sta (por
ejemploG1), la fuerza de inercia se opone al sentido de avance del cdg, disminuyendo al
acercarse a la posicio´n G2. Durante las posiciones del cdg posteriores a G2 (G3 y G4),
la fuerza de inercia favorece el movimiento, aumentando su magnitud a medida que el
cdg se aleja de G2. La posicio´n G4 corresponde a la posicio´n del cdg en la que el ME
es ma´ximo. Sin embargo, este punto no corresponde al ma´ximo MED, puesto que, en
esa posicio´n, la fuerza de inercia no es nula y, por lo tanto, la resultante de fuerzas no
es vertical. Consecuentemente, la posicio´n del cdg que proporciona el ma´ximo MED se
encuentra situado entre las posiciones G2 y G4, y es tal que la proyeccio´n del cdg, segu´n
la lı´nea de accio´n de la resultante de fuerzas debidas al peso y a la inercia del cuerpo,
iguala las distancias a los dos apoyos. Este punto esta´ representado en la figura por G3.
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Figura 2.28: Diferentes posiciones del centro de gravedad de un robot plano durante el avance del cuerpo
en presencia de fuerzas inerciales y puntos de apoyo sobre una superficie inclinada.
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Como conclusio´n, en terreno inclinado, si el sentido de avance del cuerpo coincide con
la direccio´n de la pendiente, el instante de ma´ximo MED sera´ anterior al de ME. En
caso contrario sera´ posterior. En el caso de terreno horizontal o en condiciones esta´ticas
coinciden las posiciones G2, G3 y G4 y, por lo tanto, tambie´n coinciden los instantes de
ma´ximo ME y MED, como se ha podido comprobar en los casos precedentes. Todo lo
indicado para el MED se cumple tambie´n para los ma´rgenes MEV y CME.
En la figura 2.27 tambie´n se aprecia que el instante de ma´ximo MEFA es ligeramente
posterior al instante de ma´ximos MED, MEV y CME. El primero corresponde al instante
en el que se igualan los a´ngulos que la resultante de fuerzas FR forma con la recta que,
desde el cdg, es perpendicular al eje de giro del polı´gono de apoyo, y dicho instante
es posterior al instante en el que se igualan las distancias de dicha resultante a los
ejes de giro (instante de ma´ximo MED). Esto se ilustro´ ya en la figura 2.25 para el
caso de no existir efectos dina´micos y se cumple igualmente en presencia de estos
efectos, como se demuestra nume´ricamente con la figura 2.29. En ella se representa
la diferencia entre el instante de ma´ximo MED y el de ma´ximo MEFA para diferentes
situaciones de inclinacio´n del terreno. Se observa que dicha diferencia de tiempos es
siempre positiva para inclinaciones positivas y negativa para inclinaciones negativas,
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Figura 2.29: Diferencia entre los instantes de ma´ximo MEFA y ma´ximo MED para diferentes inclinaciones
del terreno.
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considera´ndose positiva la pendiente que aumenta en la direccio´n de avance del robot.
Los ma´rgenes esta´ticos ME y MEEN no son va´lidos en presencia de efectos
dina´micos. Ası´, mientras el MED, MEV MEFA y CME sufren ligeras modificaciones
debido a efectos dina´micos, el ME y el MEEN continu´an manteniendo los valores de la
figura 2.24, cuando no existı´an efectos dina´micos. La figura 2.30 compara los ma´rgenes
de estabilidad ME y MED. En ella se observan diferencias significativas entre los dos
ma´rgenes de estabilidad. Ası´ como el ME mantiene unos ma´rgenes constantes durante
la transferencia de las patas, el MED sufre variaciones importantes en el momento
del levantamiento de cada pata, donde la inercia de la misma reduce notablemente la
estabilidad. En la figura tambie´n se aprecian oscilaciones en el MED en el momento
de producirse el apoyo y el levantamiento de alguna pata, lo que no refleja el ME.
Estas oscilaciones son debidas a la elasticidad que existe en las articulaciones de las
patas del robot. El MED tambie´n destaca una reduccio´n de estabilidad durante el
avance del cuerpo, debido a su propia inercia. Durante la primera mitad del avance
del cuerpo se produce la etapa de aceleracio´n, de manera que la inercia se opone al
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Figura 2.30: Margen de estabilidad esta´tico y dina´mico durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en presencia de efectos dina´micos y sobre un terreno con 10o de inclinacio´n.
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Figura 2.31: Diferencia entre los instantes de ma´xima estabilidad para diferentes inclinaciones del terreno
en presencia de efectos inerciales. (a) MED y MEEDN (criterio o´ptimo). (b) MEFA y MEEDN (criterio
o´ptimo).
movimiento, disminuyendo el margen de estabilidad (se facilita el vuelco de la ma´quina
sobre los apoyos traseros), mientras que durante la segunda mitad del avance del cuerpo
tiene lugar la deceleracio´n, de manera que la inercia favorece el movimiento hacia
adelante, disminuyendo el margen de estabilidad (se facilita el vuelco sobre los apoyos
delanteros). Por u´ltimo, cabe destacar el efecto ela´stico que se produce al te´rmino del
avance del cuerpo. El punto de aplicacio´n de la reaccio´n del suelo (ZMP) sufre un ligero
retroceso, debido a la elasticidad de las articulaciones, de manera que el MED aumenta
ligeramente al te´rmino del avance.
Por lo tanto, los u´nicos ma´rgenes de estabilidad adecuados para terreno inclinado y
en presencia de efectos inerciales parecen ser los ma´rgenes MED, MEV, MEFA y CME.
Sin embargo, ninguno de ellos proporciona el margen de estabilidad o´ptimo desde el
punto de vista energe´tico. El instante de ma´ximo margen de estabilidad segu´n un criterio
o´ptimo debe ser posterior al instante de ma´ximo MED y anterior al instante de ma´ximo
MEFA, como muestra la figura 2.31. Ası´, en la figura 2.31(a) se representa la diferencia
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entre los instantes de ma´ximo margen de estabilidad segu´n un criterio o´ptimo desde el
punto de vista energe´tico (el MEEDN propuesto en el capı´tulo 3 de esta Tesis) y segu´n
el MED, en presencia de efectos inerciales y para diferentes inclinaciones del terreno.
Para inclinaciones positivas (aquellas que aumentan en la direccio´n del movimiento
del robot), la diferencia entre ambos instantes es siempre positiva, y para inclinaciones
negativas la diferencia es negativa, lo que implica que el instante de ma´xima estabilidad
segu´n el criterio o´ptimo es siempre posterior al MED.
Del mismo modo, en la figura 2.31(b) se representa la diferencia entre los instantes
de ma´xima estabilidad segu´n el MEFA y segu´n un criterio o´ptimo desde el punto de
vista energe´tico, en las mismas condiciones de estudio. En este caso se muestra que el
instante de ma´ximo MEFA es siempre posterior al o´ptimo.
Ambas figuras muestran que, encontra´ndose el cdg en la posicio´n de ma´ximo MEFA,
la energı´a necesaria para volcar el robot sobre sus apoyos ma´s elevados es menor que
la necesaria para volcarlo sobre sus apoyos ma´s bajos. Del mismo modo, si el cdg se
encontrara en la posicio´n de ma´ximo MED, la energı´a necesaria para volcar el robot
sobre sus apoyos ma´s bajos es menor que la necesaria para volcarlo sobre sus apoyos
ma´s elevados. Sin embargo, estando el cdg en la posicio´n o´ptimamente estable, segu´n
un criterio o´ptimo, ambas energı´as deben coincidir.
Como conclusio´n, aunque existen varios criterios dina´micos (MED, MEV, MEFA y
CME) que pueden ser adecuados para cuantificar la estabilidad de un robot caminante
ante la presencia de efectos dina´micos y en terreno inclinado, ninguno de ellos
proporciona un margen de estabilidad o´ptimo desde el punto de vista energe´tico. Dicho
de otro modo, puede existir alguna situacio´n de pe´rdida de estabilidad que ninguno de
estos ma´rgenes llegue a predecir.
2.4.6 Ma´rgenes de estabilidad en terreno inclinado, en presencia de efectos
inerciales y fuerzas de manipulacio´n
La figura 2.32 muestra los ma´rgenes de estabilidad correspondientes a los seis criterios
seleccionados, durante medio ciclo de locomocio´n, cuando el robot SILO4 se encuentra
en la situacio´n siguiente:
• Avanza en la direccio´n de su eje longitudinal.
• Se encuentra sobre un terreno con una inclinacio´n de 10 grados respecto al plano
horizontal.
• Existen efectos dina´micos, que incluyen inercias y elasticidades.
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Figura 2.32: Comparacio´n de ma´rgenes de estabilidad durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en presencia de efectos inerciales y bajo una fuerza constante de 20 N en contra
de la direccio´n de avance, sobre un terreno con 10o de inclinacio´n.
• Durante todo el movimiento existe una fuerza de manipulacio´n horizontal, de 20
N, aplicada sobre el centro de gravedad del robot y en la direccio´n contraria al
avance.
En la figura se representan, mediante flechas, los instantes de ma´xima estabilidad
segu´n los diferentes criterios. Al igual que en el caso de ausencia de fuerzas de
manipulacio´n, u´nicamente los criterios dina´micos MED, MEV y CME, coinciden en el
instante de ma´xima estabilidad. Sin embargo, dichos instantes son posteriores respecto
al caso de ausencia de fuerzas de manipulacio´n. La presencia de una fuerza constante
oponie´ndose al movimiento provoca un retardo del instante de ma´xima estabilidad en
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Figura 2.33: Margen de estabilidad esta´tico y dina´mico durante medio ciclo de un modo de caminar
discontinuo de dos fases en presencia de efectos dina´micos y una fuerza externa de -20N y sobre un terreno
con 10o de inclinacio´n.
los ma´rgenes dina´micos (MEV, MEFA, MED y CME).
Como ya se ha deducido anteriormente, los criterios de estabilidad esta´ticos no
son va´lidos en presencia de efectos inerciales, ni tampoco de fuerzas de manipulacio´n.
De los criterios dina´micos, u´nicamente el MEFA proporciona valores diferentes del
margen de estabilidad. Adema´s, el instante de ma´xima estabilidad segu´n el MEFA no
coincide con los dema´s ma´rgenes dina´micos, siendo posterior, como ya se ha demostrado
anteriormente.
Como caracterı´stica comu´n a los casos de estudio en terreno inclinado, el margen de
estabilidad segu´n los criterios esta´ticos y dina´micos disminuye durante la transferencia
de la pata trasera, y aumenta durante la transferencia de la delantera. Sin embargo, los
ma´rgenes dina´micos son bastante menores, durante ambas transferencias, que en el caso
de no existir fuerzas de manipulacio´n. La fuerza de manipulacio´n se suma al efecto de
la inclinacio´n del terreno, de forma que se favorece la inestabilidad. Estos efectos se
aprecian con ma´s claridad en la figura 2.33, que compara los ma´rgenes de estabilidad
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Figura 2.34: Margen de estabilidad esta´tico y dina´mico en un instante de pe´rdida de la estabilidad en
presencia de efectos dina´micos y una fuerza externa de -25N y sobre un terreno con 10o de inclinacio´n.
ME y MED. En ella se observan diferencias significativas entre los dos ma´rgenes de
estabilidad. Ası´ como el ME mantiene unos ma´rgenes constantes durante la transferencia
de las dos patas, el MED sufre, adema´s de las variaciones debidas a la inercia de las patas
y a las elasticidades en las articulaciones, unas variaciones fuertes debidas al efecto de
la fuerza de manipulacio´n. En particular, existe un instante, al comenzar la transferencia
de la pata trasera, en el que el efecto desestabilizante de la inercia de la pata se suma al
de la inclinacio´n del terreno y al de la fuerza de manipulacio´n, de forma que el MED
se acerca peligrosamente a cero, lo que anunciarı´a la inestabilidad de la ma´quina. Esto
indica que el MED predice la inestabilidad del vehı´culo mejor que el ME. La figura 2.34
compara los ma´rgenes de estabilidad ME y MED en un periodo de tiempo en el que se
produce la pe´rdida de estabilidad en el robot (se pierde uno de los apoyos del tria´ngulo
de apoyo y todos los ma´rgenes de estabilidad se anulan). En la figura se aprecia co´mo
el MED predice mejor la pe´rdida de estabilidad que el ME, puesto que su valor se
reduce progresivamente hasta hacerse cero (aunque presenta una ligera discontinudad
en t ' 0.125 donde el MED pasa de 0.01 a 0), no como el ME, que pasa abruptamente
de un margen de estabilidad aceptable (0.031) a la pe´rdida de estabilidad.
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Aunque cualquiera de los criterios dina´micos, MED, MEV, MEFA y CME es ma´s
apropiado que los esta´ticos ME y MEEN para cuantificar la estabilidad de un robot
caminante en presencia de fuerzas de manipulacio´n, ninguno de ellos es el o´ptimo.
De hecho, un criterio o´ptimo predecirı´a el instante de inestabilidad de la figura 2.34
reducie´ndose de forma continua hasta el valor cero, sin ninguna discontinuidad en el
margen de estabilidad.
El instante de ma´xima estabilidad segu´n dicho criterio debera´ ser anterior al del
MEFA y posterior al del MED, como se muestra nume´ricamente en la figura 2.35.
En ella se representa la diferencia entre los instantes de ma´xima estabilidad segu´n
los ma´rgenes MED, MEFA y un margen o´ptimo (como el MEEDN, propuesto en el
capı´tulo 3), respectivamente. Puede apreciarse en ambos casos que los instantes de
ma´xima estabilidad difieren del o´ptimo. Mientras el instante de ma´xima estabilidad
segu´n el MED no se diferencia del o´ptimo al variar la magnitud y sentido de la fuerza
de manipulacio´n, sı´ existe gran diferencia al variar la inclinacio´n del terreno (ve´ase la
figura 2.35(a)). Por su parte, el instante de ma´ximo MEFA difiere del o´ptimo tanto al
variar la inclinacio´n como la fuerza de manipulacio´n.
Ası´ como el MEEN es o´ptimo en ausencia de dina´mica, fuerzas de manipulacio´n
y terreno inclinado, sera´ necesario encontrar un criterio que proporcione el margen de
estabilidad o´ptimo en presencia de efectos inerciales, fuerzas de manipulacio´n y sobre
terreno inclinado.
La tabla 2.1 resume los resultados del estudio comparativo que se ha realizado.
En ella se marcan con el sı´mbolo “×” aquellos criterios que no son va´lidos en unas
determinadas condiciones, con el sı´mbolo “
√
” los que son aceptables y con el sı´mbolo
“∗” los que son o´ptimos desde el punto de vista energe´tico. A simple vista se aprecia que
el criterio MEFA es el mejor de todos, pues es o´ptimo cuando el terreno es horizontal
Tabla 2.1: Validez de los criterios de estabilidad de robots caminantes.
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Figura 2.35: Diferencia entre los instantes de ma´xima estabilidad para diferentes inclinaciones del terreno
y diferentes fuerzas de manipulacio´n. (a) MED y MEEDN (criterio o´ptimo). (b) MEFA y MEEDN (criterio
o´ptimo).
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Tabla 2.2: Complejidad computacional de los ma´rgenes de estabilidad.
y no existen fuerzas externas, y es va´lido en todos los restantes casos. En cambio, los
ma´rgenes dina´micos basados en momentos (MED y MEV) o en la posicio´n del punto de
momento nulo (CME) son va´lidos en todos los casos, pero nunca son o´ptimos. Aunque
cuantifican aceptablemente el efecto de las fuerzas de manipulacio´n y de la inercia del
robot, no contemplan el efecto de la altura del robot sobre terreno horizontal, mientras
que sobre terreno irregular el instante de ma´xima estabilidad difiere del o´ptimo. Como se
deduce del estudio comparativo, estos tres criterios proporcionan la misma informacio´n.
Es ma´s, el MED y el MEV son el mismo margen. Por u´ltimo, los criterios de estabilidad
esta´tica, como era predecible, son defectuosos a la hora de determinar la estabilidad
cuando existen efectos dina´micos. Por lo tanto el ME y el MEEN son criterios que
u´nicamente pueden utilizarse en condiciones esta´ticas (caso que es ideal y rara vez se
produce). Adema´s, en estas condiciones, so´lo el MEEN es o´ptimo desde el punto de
vista energe´tico.
Una u´ltima comparacio´n entre los criterios seleccionados, atendiendo a su
complejidad de ca´lculo, se obtiene en funcio´n del nu´mero de operaciones que se han
realizado en la simulacio´n. La tabla 2.2 recoge esta informacio´n, en funcio´n del
nu´mero de sumas, productos, raı´ces cuadradas y operaciones trigonome´tricas realizadas,
considerando un polı´gono de apoyo de n lados. Para el ca´lculo se suponen conocidas las
fuerzas de reaccio´n en los apoyos del robot. La tabla refleja que el MEFA es el margen
ma´s complejo de calcular, mientras que el MED es el menos costoso de los criterios
dina´micos y el ME de los esta´ticos. En cualquier caso, ninguno de ellos puede presentar
complicaciones para los computadores modernos.
2.5 Resumen y conclusiones
Uno de los objetivos principales de esta tesis doctoral es mejorar las medidas de
estabilidad de los robots caminantes para permitir un aumento de su velocidad. Los
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criterios de estabilidad esta´tica existentes no parecen adecuados para aumentar la
velocidad de la ma´quina, puesto que no tienen en cuenta los efectos inerciales que
aparecerı´an. Mientras tanto, los criterios dina´micos han ido apareciendo en la literatura
sin que queden claras las diferencias entre unos y otros, ni su bondad para determinar
la estabilidad de la ma´quina ante cualquier situacio´n. Obviamente, la eleccio´n de
un criterio de estabilidad que no sea adecuado para una aplicacio´n puede ser muy
perjudicial para el correcto funcionamiento de la ma´quina. Por lo tanto, es necesaria una
clasificacio´n de criterios atendiendo a su validez ante diferentes situaciones reales. Al
mismo tiempo, si se determina que´ criterio es el o´ptimo, el rendimiento de la ma´quina
puede tambie´n optimizarse. Por ello, en este capı´tulo se ha realizado una revisio´n de
todos los criterios de estabilidad esta´ticos y dina´micos que se han aplicado en robots
caminantes y se han analizado comparativamente ante las siguientes situaciones:
• Suelo irregular.
• Efectos inerciales.
• Perturbaciones externas, debidas por ejemplo al movimiento de un manipulador
que se transporte.
• Variacio´n de la altura del robot.
Una vez revisados y comparados todos los criterios existentes se ha establecido una
clasificacio´n cualitativa de los ma´rgenes de estabilidad. Del estudio comparativo puede
concluirse que varios de los criterios dina´micos son exactamente el mismo, expresados
de forma diferente. Pero la conclusio´n ma´s relevante es que no existe ningu´n criterio
de estabilidad aplicado a robots caminantes que asegure la correcta determinacio´n de la
estabilidad ante todas las situaciones reales. La aportacio´n principal de este capı´tulo es
la clasificacio´n cualitativa de los criterios de estabilidad de robots caminantes.
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Capı´tulo 3
Margen energe´tico de estabilidad
dina´mica normalizado
3.1 Introduccio´n
En el capı´tulo anterior se ha realizado un estudio comparativo de los diferentes criterios
de estabilidad para robots caminantes. La principal conclusio´n de este estudio es que no
existe un criterio de estabilidad que proporcione el margen de estabilidad o´ptimo desde
el punto de vista energe´tico, cuando existen efectos dina´micos y fuerzas de manipulacio´n
actuando sobre el robot.
En condiciones esta´ticas el MEEN es el margen o´ptimo, pero en condiciones
dina´micas no existe tal margen o´ptimo. So´lo en terreno horizontal y cuando u´nicamente
intervienen efectos inerciales, el MEFA resulta ser el o´ptimo. Sin embargo, las
aplicaciones reales de robots caminantes tienen lugar sobre suelo irregular y bajo todo
tipo de efectos dina´micos. Es necesario, por lo tanto, para poder optimizar el movimiento
de estas ma´quinas, establecer un criterio de estabilidad que proporcione el margen
o´ptimo en todo tipo de aplicaciones.
En este capı´tulo se plantean los requisitos que debe satisfacer un margen de
estabilidad o´ptimo desde el punto de vista energe´tico. En funcio´n de dichas
consideraciones se propone un nuevo criterio de estabilidad, cuyo margen es o´ptimo ante
todas las situaciones contempladas en el estudio comparativo del capı´tulo 2. Este nuevo
margen se ha denominado margen energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado.
Una vez que se dispone de una medida de estabilidad fiable, resulta u´til, para el
control del movimiento, conocer los valores de este margen en funcio´n de las posiciones
del cdg del robot durante su movimiento. Por este motivo, en este capı´tulo tambie´n
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Figura 3.1: Plano de equilibrio y ca´lculo del MEED.
se dibujan las curvas de margen de estabilidad constante. Por u´ltimo, se presenta un
me´todo para el ca´lculo de la trayectoria de avance del cuerpo del robot que optimiza la
estabilidad.
3.2 Consideraciones sobre el margen de estabilidad o´ptimo
Un margen de estabilidad se considera o´ptimo desde el punto de vista energe´tico cuando
cuantifica el ma´ximo incremento de energı´a meca´nica que el robot puede absorber sin
que se produzca la pe´rdida de estabilidad.
Como se ha visto en el capı´tulo 2, el MEEN se ajusta a esta definicio´n cuando
la u´nica fuerza que actu´a sobre el sistema es la gravedad. Para extender este
margen a sistemas afectados por otros efectos dina´micos, como fuerzas inerciales y de
manipulacio´n, la medida de estabilidad o´ptima debera´ obtener el trabajo realizado por las
resultantes de fuerzas y momentos de accio´n sobre el terreno, FR y MR, al producirse
el vuelco del robot.
Conside´rese el dibujo de la figura 3.1, donde se representa el cdg de un robot
durante el vuelco alrededor de un lado del polı´gono de apoyo, debido a una perturbacio´n
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impulsiva. En la figura se representan las posiciones inicial y final del cdg, marcadas
como (1) y (2), respectivamente. El lado del polı´gono de apoyo sobre el que pivota es
la recta que une los apoyos i e i+ 1. El vector unitario en la direccio´n de este eje es ei,
siendo positivo cuando el polı´gono se recorre en el sentido de las agujas del reloj. El eje
de giro forma un a´ngulo ψ con el plano horizontal, debido a la inclinacio´n del terreno.
El cdg, en su posicio´n inicial (1), esta´ siendo sometido a la accio´n de fuerzas y
momentos inerciales (FI y MI), gravitatorios (FG y MG) y de manipulacio´n (FM y
MM), de tal forma que la fuerza y momento resultantes de accio´n sobre el terreno vienen
dadas por (ve´anse 2.4 y 2.5):
FR = FG + FM − FI (3.1)
MR =MG +MM −MI (3.2)
donde se ha despreciado la dina´mica de las patas en fase de apoyo1, mientras que la
dina´mica de las patas en transferencia se incluye en los te´rminos de manipulacio´n (FM
y MM).
Debido a la perturbacio´n se produce un giro de a´ngulo θ alrededor del eje dado
por ei. Si el momento que producen la fuerza y el momento de interaccio´n con el
terreno, FR y MR, alrededor del eje de giro es capaz de compensar el efecto de dicha
perturbacio´n, la ma´quina permanecera´ en un estado estable. La situacio´n de inestabilidad
se producira´ cuando la intensidad de la perturbacio´n situ´e al cdg en una posicio´n tal que
dicho momento se anule. En ese instante el cdg se habra´ situado en la posicio´n (2),
dentro de un plano de equilibrio, formado por el eje de giro sobre el polı´gono de apoyo y
el cdg. El plano de equilibrio formara´ un a´ngulo φ con el plano vertical y so´lo coincidira´
con e´ste si la fuerza de accio´n sobre el terreno, FR, es vertical y no hay momentos,MR.
Este es el caso particular para el ca´lculo del MEEN.
Durante el giro desde la posicio´n (1) a la (2), el vector de la fuerza de gravedad, FG,
debida a la suma del peso del robot y del manipulador, se mantiene constante, mientras
que el resto de fuerzas y momentos giran junto al sistema de referencia del cuerpo. Por
lo tanto, llamemos FRI a la componente no gravitatoria de la resultante de fuerzas de
accio´n sobre el suelo, es decir:
FRI = FR − FG (3.3)
1Los efectos dina´micos introducidos por el movimiento de las patas cuando propulsan al cuerpo del
robot son muy inferiores a los efectos inerciales que introduce el movimiento del cuerpo y, por lo tanto,
pueden despreciarse (Gonzalez de Santos et al. 1998).
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El incremento de energı´a meca´nica que se produce durante el giro del cdg alrededor
del eje i vendra´ dado por el teorema de conservacio´n de la energı´a (Symon 1968):
Ei = V2 − V1 +K2 −K1 (3.4)
donde V1 y K1 son la energı´a potencial y cine´tica del cdg en el instante inicial
respectivamente y V2 y K2 son la energı´a potencial y cine´tica del cdg en el plano de
equilibrio respectivamente. Cuando el cdg se situ´a en ese plano su velocidad es nula,
por tanto, el incremento de energı´a meca´nica vendra´ dado por:
Ei = V2 − V1 −K1 (3.5)
La energı´a potencial V2−V1 viene dada por la suma de la energı´a potencial debida a
fuerzas y momentos conservativos (la accio´n gravitatoria, FG) y a fuerzas y momentos
no conservativos (FRI y MR):
V2 − V1 = ∆VG +∆VF +∆VM (3.6)
∆VG = mgh (3.7)
∆VF =
∫ θ2
θ1
(FRI ×R) · ei dθ (3.8)
∆VM =
∫ θ2
θ1
(MR · ei) dθ (3.9)
El te´rmino K1 en la ecuacio´n 3.5 es la energı´a cine´tica del cdg en el instante inicial,
que en caso de encontrarse en reposo sera´ cero. Por el contrario, si vCG es la velocidad
del cdg en el instante inicial (1), el momento angular respecto al eje de giro sera´:
Li = (R×mvCG) · ei (3.10)
donde m es la masa total del robot y el manipulador. Por tanto, la velocidad angular del
sistema robot-manipulador alrededor del eje de giro en ese instante viene dada por:
ωi =
Li
Ii
(3.11)
donde Ii es el momento de inercia del sistema respecto al eje de giro. De esta forma,
la energı´a cine´tica en este instante viene dada por:
K1 =
1
2
Iiω
2
i (3.12)
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Una vez determinado el incremento de energı´a meca´nica que sufre el cdg durante el
giro alrededor del eje i del polı´gono de apoyo, el margen de estabilidad vendra´ dado por
el menor de los incrementos de energı´a calculados para cada lado del polı´gono de apoyo.
Adema´s, debera´ normalizarse respecto al peso del robot para permitir la comparacio´n
entre diferentes ma´quinas.
La idea de extender el MEE de forma que contemple los efectos dina´micos de
manipulacio´n fue propuesto en 1998 por Ghasempoor y Sepehri para determinar la
estabilidad de manipuladores mo´viles con ruedas. Sin embargo, ellos so´lo tienen en
cuenta fuerzas de manipulacio´n y no consideran efectos inerciales en los miembros de la
ma´quina, puesto que los manipuladores mo´viles no tienen patas, es decir, sus elementos
de sustentacio´n permanecen fijos en el momento de la manipulacio´n. Por otro lado, el
ca´lculo del momento de giro alrededor del eje no considera las fuerzas de accio´n sobre el
suelo, sino que usan las propias fuerzas y momentos de manipulacio´n. La incorporacio´n
de efectos inerciales, utilizacio´n de fuerzas de accio´n sobre el suelo y adaptacio´n a robots
caminantes es una aportacio´n original de esta Tesis Doctoral, que se presenta en los
siguientes apartados.
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Definicio´n 3.1 Un robot caminante esta´ en estado dina´micamente estable si todos
los momentos Mi, causados por las fuerzas y momentos de accio´n sobre el terreno,
alrededor de los lados del polı´gono de apoyo son positivos, considera´ndose positivo el
sentido de giro dado por el vector unitario que recorre el polı´gono de apoyo en sentido
horario, es decir:
Mi > 0 , i = 1..n− 1 (3.13)
donde i es un lado del polı´gono de apoyo y n es el nu´mero de patas en apoyo. Mi,
momento alrededor del lado i, viene dado por:
Mi = ((FRI + FG)×R+MR) · ei (3.14)
Cuando la expresio´n 3.13 se cumple, la ma´quina esta´ en un estado estable y entonces
se define el margen energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado, MEEDN, co-
mo:
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Definicio´n 3.2 El margen energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado es el
menor incremento de energı´a meca´nica que se requiere para volcar la ma´quina
alrededor de cada uno de los lı´mites del polı´gono de apoyo, normalizado respecto al
peso de la ma´quina, es decir:
SMEEDN =
min(NEEi)
mg
(3.15)
dondeNEEi es el incremento de nivel energe´tico de estabilidad del cdg respecto al lado
i del polı´gono de apoyo, y se determina a partir del incremento de energı´a meca´nica que
adquiere el cdg al girar hasta el plano de equilibrio:
NEEi = ∆VG +∆VF +∆VM −K1 (3.16)
donde, segu´n 3.7 a 3.9:
∆VG = mgh (3.17)
∆VF =
∫ θ2
θ1
(FRI · t)|R| dθ (3.18)
∆VM =
∫ θ2
θ1
(MR · ei) dθ (3.19)
El valor de h en la ecuacio´n 3.17 viene dado por (ve´ase la figura 3.1):
h = |R| (cos φ− cosϕ) cosΨ (3.20)
El vector unitario t de la ecuacio´n 3.18 determina el plano que contiene al eje y al
radio de giro, de tal forma que (ve´ase la figura 3.1):
t =
R× ei
|R× ei| (3.21)
Teniendo en cuenta que el ca´lculo energe´tico se realiza en un determinado instante,
se puede considerar que la resultante de fuerzas y momentos FRI y MR tienen mo´dulo
constante a lo largo del vuelco. De esta forma, las ecuaciones 3.18 y 3.19 resultan ser:
VF = (FRI · t)|R| θ (3.22)
VM = (MR · ei) θ (3.23)
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El te´rmino de la energı´a cine´tica del cdg en el instante inicial, K1, en la ecuacio´n
3.16, se obtiene a partir del momento angular Li, de la velocidad angular ωi y del
momento de inercia del sistema respecto al eje de giro Ii, a trave´s de las ecuaciones
3.10, 3.11 y 3.12.
Por lo tanto, el incremento de nivel energe´tico de estabilidad del cdg para el eje i del
polı´gono de apoyo viene dado por:
NEEi = mg|R| (cos φ−cosϕ) cosΨ+(FRI·t)|R| θ+(MR·ei) θ−12Iiω
2
i (3.24)
El a´ngulo φ que el plano de equilibrio forma con el plano vertical puede obtenerse a
partir de la expresio´n 3.14. Puesto que en el plano de equilibrio el momento alrededor
del eje i se anula, se cumplira´ que:
Mi = ((FRI + FG)×R+MR) · ei = 0 (3.25)
o lo que es lo mismo:
Mi = (FRI · t)|R|+MR · ei +mg|R| cosΨ senφ = 0 (3.26)
donde el vector R representa el radio de giro del cdg. De esta forma, el a´ngulo φ resulta
ser:
φ = −sen−1 (FRI · t)|R|+MR · ei
mg|R| cosΨ (3.27)
con la condicio´n de que |(FRI · t)|R|+MR · ei| ≤ mg|R| cosΨ. En caso contrario la
estabilidad de la ma´quina es imposible y por lo tanto no existira´ un plano de equilibrio.
A su vez, el plano vertical forma un a´ngulo ϕ con el radio de giro R en el instante
en el que se inicia el giro. Dicho a´ngulo viene dado por la expresio´n:
ϕ = cos−1
(
R
|R| ·
q
|q|
)
(3.28)
donde q es un vector perpendicular a ei en el plano vertical, es decir,
q = ei × (k× ei) (3.29)
y k es el vector director del eje z.
Una vez definido el MEEDN, las siguientes secciones analizan sus ventajas frente a
los ma´rgenes estudiados en el capı´tulo 2. Para ello se obtiene nume´ricamente (mediante
simulacio´n) el MEEDN en los siguientes casos:
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• En condiciones esta´ticas.
• Sobre terreno horizontal y en presencia de efectos inerciales.
• Sobre terreno horizontal y en presencia de efectos inerciales y fuerzas de
manipulacio´n.
• Sobre terreno inclinado y en presencia de efectos inerciales.
• Sobre terreno inclinado y en presencia de efectos inerciales y de manipulacio´n.
y se compara con los restantes ma´rgenes dina´micos. Puesto que el MED, MEV y CME
son ide´nticos, el MEEDN se compara con el MEFA y el MED. Las figuras 3.2 a 3.5
muestran los resultados de este estudio.
3.3.1 MEEDN en condiciones esta´ticas
En condiciones esta´ticas se cumple que FRI = 0 y MR = 0. La fuerza resultante de
accio´n sobre el terreno, FR, es la fuerza de la gravedad, FG, y, en estas condiciones, el
plano de equilibrio es vertical. Por lo tanto, el MEEDN resulta:
SMEEDN = min
|R|(1− cosθ)cosψ
mg
(3.30)
Esta es precisamente la expresio´n del MEEN, revisado en el capı´tulo 2 (ve´ase la
ecuacio´n 2.3).
Por lo tanto, el MEEDN coincide con el MEEN en condiciones esta´ticas. Puesto que
el MEEN es o´ptimo en estas condiciones, se deduce que el MEEDN tambie´n lo es.
3.3.2 MEEDN en presencia de efectos inerciales y fuerzas de manipulacio´n
En presencia de efectos inerciales, debidos al movimiento de sus propios miembros, y
fuerzas o momentos de manipulacio´n, el MEEN no es adecuado. Sin embargo, como
muestran las figuras 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 el MEEDN sı´ es va´lido en presencia de estos
efectos dina´micos. Ası´, el MEEDN refleja, como los restantes ma´rgenes dina´micos, las
oscilaciones debidas a los efectos ela´sticos y los decrementos de estabilidad debidos a la
inercia de las patas y del cuerpo. Por otro lado, en presencia de fuerzas de manipulacio´n
el instante de ma´ximo MEEDN es siempre anterior al instante de ma´ximo MEFA, como
reflejan las figuras 3.3 y 3.5. De igual modo, sobre terreno inclinado, el instante de
ma´ximo MEEDN es siempre anterior al del MEFA y posterior al del MED (ve´anse las
figuras 3.4 y 3.5). Adema´s, por definicio´n, el MEEDN es o´ptimo desde el punto de
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vista energe´tico. Esto se puede comprobar en la figura 3.6, que compara los ma´rgenes
de estabilidad MEEN y MEEDN, en un instante en el que se produce la pe´rdida de
estabilidad en el robot. ´Este es el mismo instante que ilustraba la figura 2.34. En
ambas figuras se aprecia co´mo tanto el MED como el MEEDN predicen la pe´rdida de
estabilidad, puesto que su valor se reduce progresivamente hasta hacerse cero. Esto no
ocurre con el ME y el MEEN, que pasan abruptamente de un margen de estabilidad
aceptable a la pe´rdida de estabilidad. Sin embargo, analizando ambas figuras, se aprecia
que el MEEDN predice mejor la pe´rdida de estabilidad que el MED, puesto que e´ste
u´ltimo tiene una pequen˜a discontinuidad antes de anularse (en t ' 0.125, donde pasa
del valor 0.01 a 0). En cambio el MEEDN se aproxima a cero de forma continua.
La disminucio´n de la estabilidad de una ma´quina al aumentar su relacio´n H/P (H:
altura del cdg; P: distancia entre apoyos) queda perfectamente reflejado en el MEEDN,
como muestra la figura 3.7. En ella se observa la evolucio´n temporal del MEEDN
durante el movimiento de avance del cuerpo para diferentes valores de la relacio´n H/P .
Cuando la ma´quina utilice un modo de caminar con una distancia entre apoyos grande o
una altura pequen˜a, la estabilidad aumentara´.
Por lo tanto, el MEEDN es el criterio o´ptimo desde el punto de vista energe´tico para
todos los casos, ya sea en terreno irregular, en presencia de efectos dina´micos debidos a
inercias o debidos a fuerzas de manipulacio´n. La tabla 3.1 completa la tabla 2.1 sobre la
validez de los criterios aplicados a robots caminantes, incluyendo el nuevo MEEDN. Por
otro lado, la tabla 3.2 completa la tabla 2.2 con el nu´mero de operaciones realizadas en
el ca´lculo del MEEDN. Como puede apreciarse, el ca´lculo del MEEDN es ma´s sencillo
que la mayorı´a de los ma´rgenes dina´micos.
Tabla 3.1: Validez de los criterios de estabilidad de robots caminantes, completado con el MEEDN.
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Tabla 3.2: Complejidad computacional de los ma´rgenes de estabilidad, completado con el MEEDN.
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Figura 3.2: Comparacio´n entre los ma´rgenes de estabilidad MED, MEEDN yMEFA durante medio ciclo de
un modo de caminar discontinuo de dos fases en presencia de efectos inerciales y sobre terreno horizontal.
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Figura 3.3: Comparacio´n entre los ma´rgenes de estabilidad MED, MEEDN y MEFA durante medio ciclo
de un modo de caminar discontinuo de dos fases en presencia de efectos inerciales y una fuerza de
manipulacio´n constante de 20N oponie´ndose al movimiento y sobre terreno horizontal.
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Figura 3.4: Comparacio´n entre los ma´rgenes de estabilidad MED, MEEDN y MEFA durante medio ciclo
de un modo de caminar discontinuo de dos fases en presencia de efectos inerciales y sobre un terreno con
10 grados de inclinacio´n.
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Figura 3.5: Comparacio´n entre los ma´rgenes de estabilidad MED, MEEDN y MEFA durante medio ciclo
de un modo de caminar discontinuo de dos fases en presencia de efectos inerciales y una fuerza de
manipulacio´n constante de 20N oponie´ndose al movimiento y sobre un terreno con una inclinacio´n de
10 grados.
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Figura 3.6: Margen energe´tico de estabilidad esta´tica y dina´mica en un instante de pe´rdida de la estabilidad
en presencia de efectos dina´micos y una fuerza externa de -25N y sobre un terreno con 10o de inclinacio´n.
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Figura 3.7: Evolucio´n del MEEDN durante el avance del cuerpo para diferentes relacionesH/P (H: altura
del cdg; P: distancia entre apoyos)
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3.4 Curvas de MEEDN constante
Segu´n la definicio´n 3.2, el margen energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado,
MEEDN, determina la ma´xima energı´a meca´nica que el robot es capaz de absorber ante
una perturbacio´n impulsiva. Si se mantienen fijas las posiciones de los apoyos del robot,
esta energı´a variara´ en funcio´n de la posicio´n del centro de gravedad de la ma´quina, de
manera que si e´ste se eleva, el MEEDN disminuira´, encontra´ndose el robot en un nivel de
menor estabilidad. Si, por el contrario, la altura del cdg disminuye el robot se encontrara´
en un nivel de mayor estabilidad, siendo, por tanto, mayor la energı´a meca´nica que es
capaz de absorber. Del mismo modo, para una altura fija del cdg, el MEEDN disminuye
a medida que la posicio´n del cdg se aproxima a la proyeccio´n de los lı´mites del polı´gono
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Figura 3.8: Fase de avance del cuerpo de un cuadru´pedo. (a) Sistema de referencia ligado al cuerpo (xc yc
zc) y sistema de referencia ligado a la Tierra (x y z). (b) Proyeccio´n del polı´gono de apoyo sobre el plano
del cuerpo.
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de apoyo y aumenta al alejarse (ve´ase la figura 3.8(b)). Para maximizar la estabilidad de
la ma´quina serı´a deseable que el movimiento del cdg se produjera dentro de los niveles de
mayor estabilidad. Sin embargo, esto forzarı´a al robot a caminar con el cuerpo situado
a la altura de los pies, lo que impedirı´a sobrepasar obsta´culos en el terreno. Por esta
razo´n, es ma´s conveniente restringir el movimiento del cdg al plano del cuerpo, que
contiene al cdg (ve´ase la figura 3.8(a)) y viene definido por los ejes longitudinal, xc, y
transversal, yc, de la ma´quina. El plano del cuerpo estara´ situado a una distancia del
suelo que permita encontrar un compromiso entre la estabilidad del robot y la dificultad
del terreno.
Conocer los niveles de estabilidad que alcanza la ma´quina para las diferentes
posiciones del cdg dentro del plano del cuerpo (para un polı´gono de apoyo determinado)
permite adaptar el movimiento del cuerpo durante su avance para atravesar aquellas
zonas de mayor estabilidad. Para ello, se definen las curvas de nivel de estabilidad,
basadas en la definicio´n de las curvas de MEE constante de Mesuri (1985), como el
lugar geome´trico de las posiciones del cdg en el plano del cuerpo que tienen el mismo
MEEDN, es decir:
SMEEDN (xc, yc) = cte (3.31)
donde xc e yc son las coordenadas de las diferentes posiciones que puede adoptar el
cdg del robot dentro del plano del cuerpo, referidas a un sistema de referencia ligado al
plano del cuerpo. El polı´gono de apoyo y las fuerzas y momentos que actu´an sobre el
robot se conocen referidas a un sistema de referencia externo, por tanto, para facilitar el
ca´lculo de las curvas de nivel de estabilidad, se definen dos sistemas de referencia (ve´ase
la figura 3.8). El primer sistema (x y z) es externo, mientras que el segundo sistema (xc
yc zc) esta´ ligado al cuerpo del robot y tiene su origen en el cdg.
Sea G el vector de posicio´n del sistema de referencia ligado al cuerpo, respecto del
sistema de referencia externo, es decir :
G0 = (xG0 yG0 zG0)
T (3.32)
Cualquier punto del plano del cuerpo, representado en el sistema de referencia del
cuerpo, puede trasladarse al sistema de referencia externo mediate la conocida matriz de
transformacio´n homoge´nea:
x
y
z
1
 =

cos α senα senβ senα cos β xG0
0 cos β −sen β yG0
−senα cosα sen β cosα cos β zG0
0 0 0 1
 ·

xc
yc
0
1
 (3.33)
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Figura 3.9: Planteamiento geome´trico para el ca´lculo del MEEDN y sus curvas de nivel.
donde α es el a´ngulo que forma el eje xc con el eje x y β el a´ngulo que forma el eje yc
con el eje y.
Sean xG, yG y zG las coordenadas de las diferentes posiciones que puede adoptar el
cdg en el plano del cuerpo, respecto del sistema de referencia externo, es decir :
G = (xG yG zG)T (3.34)
Para encontrar las curvas de MEEDN constante, dadas por la ecuacio´n 3.31, es
preciso reescribir la expresio´n 3.15 y, por tanto, la ecuacio´n 3.24, en funcio´n de las
coordenadas xG, yG y zG del vector G y, posteriormente, trasladar el resultado al plano
del cuerpo mediante la transformacio´n 3.33. Se obtendra´ ası´ el valor del MEEDN en
funcio´n de las coordenadas xc e yc de las posiciones del cdg en el plano del cuerpo.
Veamos, pues, cua´les son los para´metros que definen la ecuacio´n 3.24.
El valor del vector unitario ei en la direccio´n del lado del polı´gono de apoyo, que se
convierte en eje de giro del robot, viene dado por la expresio´n:
ei =
pi − pj
|pi − pj | (3.35)
donde pi y pj son los vectores de posicio´n de los dos apoyos consecutivos que forman
el lado del polı´gono de apoyo sobre el cual pivota el robot, como muestra la figura 3.9.
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Estos vectores son conocidos y constantes para una configuracio´n fija del polı´gono de
apoyo, y sus componentes, referidas al sistema de referencia externo, son:
pi = (xi yi zi)T (3.36)
pj = (xj yj zj)T (3.37)
Sustituyendo 3.36 y 3.37 en 3.35 se obtiene:
ei =
 xeye
ze
 = 1√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2
 xi − xjyi − yj
zi − zj
 (3.38)
El te´rmino cosψ, que aparece en la ecuacio´n 3.24 puede expresarse mediante:
cosψ =
√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 (3.39)
El vector radio de giro, R, se determina a partir de los vectores G, pi y pj de la
siguiente manera. Sea l un vector que une el apoyo i con el cdg, es decir:
l = G− pi (3.40)
Sustituyendo 3.34 y 3.36 en 3.40 se tiene:
l =
 xG − xiyG − yi
zG − zi
 (3.41)
donde xi, yi y zi son constantes. Sea otro vector u definido como la proyeccio´n del
vector l sobre el eje de giro, o lo que es lo mismo:
u = (l · ei)ei (3.42)
sustituyendo 3.41 y 3.38 en 3.42 resulta:
u =
 ((xG − xi)xe + (yG − yi)ye + (zG − zi)ze)xe((xG − xi)xe + (yG − yi)ye + (zG − zi)ze)ye
((xG − xi)xe + (yG − yi)ye + (zG − zi)ze)ze
 (3.43)
El vector R puede expresarse por (ve´ase la figura 3.9):
R = l− u = (xR yR zR)T (3.44)
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Sustituyendo 3.41 y 3.43 en 3.44 se obtienen las tres componentes del vector R:
xR = xG − xi − ((xG − xi)xe + (yG − yi)ye + (zG − zi)ze)xe (3.45)
yR = yG − yi − ((xG − xi)xe + (yG − yi)ye + (zG − zi)ze)ye (3.46)
zR = zG − zi − ((xG − xi)xe + (yG − yi)ye + (zG − zi)ze)ze (3.47)
El a´ngulo ϕ se obtiene directamente de la expresio´n 3.28. Para ello se necesita
calcular el vector q, que a partir de la expresio´n 3.29 y sustituyendo en ella la expresio´n
3.38, resulta:
q =
 −(zi − zj)(xi − xj)(zi − zj)(yj − yi)
(xi − xj)2 − (yi − yj)2
 =
 xqyq
zq
 (3.48)
De esta forma, el a´ngulo ϕ, a partir de las ecuaciones 3.45 a 3.48, queda expresado,
en funcio´n de las coordenadas del cdg, referidas al sistema de referencia externo, como:
ϕ = cos−1(
xGxq + yGyq + zGzq√
(x2R + y
2
R + z
2
R)(x2q + y2q + z2q )
(3.49)
El a´ngulo φ en funcio´n de las coordenadas del cdg, se calcula segu´n la ecuacio´n
3.27 a partir de valores conocidos, como son la fuerza resultante FR y el momento
resultante MR de accio´n sobre el terreno. Tambie´n son conocidos la masa del robot, m,
y la aceleracio´n de la gravedad, g. Por lo tanto, queda por calcular el valor del vector
tangente al arco que recorre el cdg durante el giro, t. Las componentes de este vector
referidas al sistema de referencia externo, segu´n la expresio´n 3.21 viene dada por:
t =
1√
(zRye − yRze)2 + (xRze − zRxe)2 + (yRxe − xRye)2
 zRye − yRzexRze − zRxe
yRxe − xRye

(3.50)
donde xR, yR y zR esta´n expresadas en funcio´n de la posicio´n del cdg segu´n las
ecuaciones 3.45 a 3.47. Sustituyendo la ecuacio´n 3.50 en 3.27 se obtiene el valor del
a´ngulo φ, expresado en funcio´n de las coordenadas xG, yG y zG.
Para expresar la ecuacio´n 3.24 en funcio´n de las coordenadas xG, yG y zG queda
por obtener el te´rmino de la energı´a cine´tica. En este te´rmino todos los valores son
constantes conocidas excepto el vector ωi, que se obtiene a partir del momento angular
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y de la inercia del sistema segu´n la ecuacio´n 3.11. El momento de inercia del robot
alrededor del eje definido por el vector ei viene dado por:
Ii = (xe ye ze)
 Ixx −Ixy −Ixz−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz

 xeye
ze
+m|R|2 (3.51)
donde xe, ye y ze son las componentes del vector unitario ei en la direccio´n del eje,
referidas al sistema de referencia externo. La matriz cuadrada 3 × 3 es el tensor de
inercia del robot respecto a un triedro centrado en el cdg y el te´rmino m|R|2 resulta de
aplicar el teorema de Steiner para obtener el momento de inercia alrededor de un eje que
no pasa por el cdg.
Por otro lado, el momento angular, segu´n la ecuacio´n 3.10 es funcio´n de R, que a su
vez depende de la posicio´n del cdg segu´n las ecuaciones 3.45 a 3.47, resultando:
Li = m(xeyRzvCG − xezRyvCG + yezRxvCG − yexRzvCG
+zexRyvCG − zeyRxvCG) (3.52)
Ası´, el valor de la energı´a cine´tica inicial del cdg viene dado, segu´n las ecuaciones
3.11 y 3.12 por:
Kc =
m2
2Ii
(xeyRzvCG − xezRyvCG + yezRxvCG − yexRzvCG
+ zexRyvCG − zeyRxvCG)2 (3.53)
donde xvCG , yvCG y zvCG son las componentes del vector velocidad instanta´nea del
cdg, vCG, referido al sistema de referencia externo (ve´ase la ecuacio´n 3.10). Dichas
componentes son constantes conocidas.
Introduciendo la expresio´n 3.53, junto con las 3.39, 3.44, 3.49 y 3.50, en la ecuacio´n
3.24 se obtiene la expresio´n del incremento de nivel energe´tico de estabilidad del cdg en
funcio´n de su posicio´n relativa al sistema de referencia externo:
NEEi = F(xG, yG, zG) (3.54)
Finalmente, utilizando la transformacio´n expresada en 3.33, podemos sustituir las
coordenadas xG, yG y zG por las coordenadas xc, yc del cdg en el plano del cuerpo,
resultando la expresio´n del incremento de nivel energe´tico de estabilidad:
NEEi = G(xc, yc) (3.55)
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Figura 3.10: Curvas de nivel de estabilidad (m) para un cuadrila´tero de apoyo sobre suelo horizontal, con
el plano del cuerpo paralelo al suelo y en condiciones esta´ticas.
Con las ecuaciones 3.55 y 3.15 se obtienen las curvas de nivel de estabilidad
constante, definidas por 3.31.
La resolucio´n analı´tica de las curvas de nivel de estabilidad conduce a una ecuacio´n
muy compleja. Por este motivo, se ha resuelto de forma nume´rica, mediante MATLAB,
para diferentes casos.
Las figuras 3.10 a 3.15 muestran curvas de nivel de estabilidad de un robot que se
apoya en cuatro patas. La proyeccio´n de los cuatro apoyos sobre el plano del cuerpo esta´
marcada con asteriscos rojos.
La figura 3.10 corresponde a una situacio´n ideal, en la que el robot se apoya sobre
suelo horizontal, con el plano del cuerpo paralelo al suelo, no existen efectos dina´micos
ni fuerzas externas actuando sobre el cdg y el cuerpo esta´ en reposo (vCG = 0). En
estas condiciones, la proyeccio´n del polı´gono de apoyo es la curva de estabilidad nula,
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Figura 3.11: Curvas de nivel de estabilidad (m) para un cuadrila´tero de apoyo sobre suelo inclinado 23o
en la direccio´n del eje x y 23o en la direccio´n del eje y, con el plano del cuerpo paralelo al suelo y en
condiciones esta´ticas.
que representa las posiciones crı´ticas del cdg, de forma que si e´ste se encontrara fuera de
este polı´gono el robot se encontrarı´a en un estado inestable. A medida que la posicio´n del
cdg se aleja de estos lı´mites, acerca´ndose al centro del polı´gono, el nivel de estabilidad
en el que se encuentra aumenta. Las curvas son, en estas condiciones, rectas paralelas a
los lados del polı´gono de apoyo, de forma que si el polı´gono fuera perfectamente regular
alcanzarı´a su ma´ximo en el punto donde se cortan las mediatrices de sus lados. En el
ejemplo del la figura 3.10, al ser el polı´gono de apoyo un recta´ngulo, la curva de ma´ximo
nivel energe´tico no es un punto, sino un segmento paralelo al lado mayor. Por lo tanto,
el centro del polı´gono de apoyo o el segmento central es el lugar geome´trico en el que el
MEEDN es ma´ximo, y dicho margen decrece en la misma proporcio´n al desplazarse el
cdg hacia cualquiera de sus lados.
Muy diferente es el caso en el que el terreno es irregular o esta´ inclinado un cierto
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a´ngulo respecto al plano horizontal. Este es el ejemplo que se muestra en la figura 3.11,
donde el robot esta´ situado sobre un suelo que forma un a´ngulo de 23 grados con el eje x
y un a´ngulo de 23 grados con el eje y. El plano del cuerpo se mantiene paralelo al suelo
y, por lo tanto, mantiene esta misma inclinacio´n respecto al plano horizontal. Al igual
que en el caso anterior, no se consideran efectos dina´micos y la velocidad instanta´nea
del cdg es nula. Como muestra la figura, las curvas de nivel de estabilidad continu´an
siendo paralelas a los lados del polı´gono de apoyo. Sin embargo, hay dos importantes
diferencias respecto al caso anterior. En primer lugar, la curva de estabilidad nula no
coincide con la proyeccio´n del polı´gono de apoyo sobre el plano del cuerpo, sino que
esta´ desplazada una distancia positiva en la direccio´n del eje xc y en la direccio´n del eje
yc. Esto es debido a que en condiciones esta´ticas y con vCG = 0 el a´ngulo φ es cero y
por tanto el plano de equilibrio coincide con el plano vertical. Pero como el plano del
cuerpo esta´ inclinado respecto al plano horizontal, la proyeccio´n del polı´gono de apoyo
respecto a este plano no coincide con su proyeccio´n horizontal, que es la que determina
la curva MEEDN = 0. Esto se ilustra esquema´ticamente en la figura 3.12. Si los
a´ngulos α y β de inclinacio´n del plano del cuerpo respecto a los ejes cartesianos son
positivos, las distancias que se desplaza la curva MEEDN = 0 en las direcciones xc
e yc son positivas. Si alguno de los a´ngulos fuera negativo, la distancia que se desplaza
la curva en la direccio´n correspondiente a la inclinacio´n negativa del plano sera´ en el
sentido negativo del eje del plano del cuerpo. Es decir:
dxc = dzc tanα (3.56)
dyc = dzc tan β (3.57)
La segunda diferencia importante con el ejemplo de la figura 3.10 es el lugar
geome´trico del punto de ma´xima estabilidad. Ası´ como en el caso anterior este lugar era
el centro (o el segmento central) del polı´gono formado por la curva de nivel energe´tico
nulo, ahora este lugar se encuentra desplazado una distancia mayor que dxc en la
direccio´n del eje xc y una distancia mayor que dyc en la direccio´n del eje yc. Esto
es debido a que el gradiente del MEEDN es mayor en los lados del polı´gono de apoyo
que esta´n ma´s elevados.
Una situacio´n similar se produce cuando el terreno esta´ inclinado pero el plano del
cuerpo no es paralelo al suelo. La figura 3.13 ilustra un ejemplo, donde se representan las
curvas de nivel de estabilidad cuando el terreno esta´ inclinado un a´ngulo de 20 grados
respecto al eje x, pero el plano del cuerpo permanece horizontal. Al igual que en los
ejemplos precedentes no existen efectos dina´micos y la velocidad del cuerpo es nula. En
este caso, al ser horizontal el plano del cuerpo, la proyeccio´n horizontal del polı´gono
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de apoyo coincide con la proyeccio´n sobre el plano del cuerpo y en estas condiciones
la curva MEEDN = 0 coincide con dicha proyeccio´n. Si el plano del cuerpo no
fuera horizontal existirı´a un desplazamiento entre ambas proyecciones, dado por las
ecuaciones 3.56 y 3.57. Igualmente, existe un gradiente diferente para los lados de las
curvas correspondientes a los apoyos ma´s elevados. La mayor diferencia con los casos
anteriores es que las curvas de nivel de estabilidad no son rectas paralelas a la curva de
nivel cero, sino que tienden a converger en la direccio´n en la que convergen el plano del
suelo y el plano del cuerpo. Esto es debido a que el MEEDN aumenta al disminuir la
distancia del cdg al suelo.
En los ejemplos estudiados hasta el momento no se han considerado efectos
dina´micos, de forma que las curvas MEEDN = cte no difieren de las MEEN = cte
(Mesuri 1985). Una de las aportaciones de esta Tesis es la consideracio´n de efectos
dina´micos, como en los ejemplos representados en las figuras 3.14 y 3.15. En la primera
figura se representan las curvas de nivel correspondientes a la situacio´n del caso anterior
pero an˜adiendo una fuerza externa de 30 N aplicada sobre el cdg en la direccio´n y sentido
positivo del eje y. Tambie´n se considera la existencia de un momento resultante de 20
Nm alrededor del eje y. La velocidad del robot sigue siendo nula. La fuerza resultante
produce un momento alrededor del eje xc, provocando que el a´ngulo φ tenga un valor
φF no nulo para los lados del polı´gono de apoyo que son paralelos al eje xc (ve´ase la
a
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Figura 3.12: Comparacio´n entre la proyeccio´n del polı´gono de apoyo sobre el plano del cuerpo y la misma
proyeccio´n horizontal cuando el plano del cuerpo esta´ inclinado un a´ngulo α respecto al eje x y un a´ngulo
β respecto al eje y.
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figura 3.16). Puesto que la fuerza resultante esta´ dirigida en la direccio´n positiva del
eje yc, el momento que genera facilita la inestabilidad en este sentido, de manera que
el robot volcara´ ma´s fa´cilmente en la direccio´n en la que se aplica esta fuerza. Por esta
razo´n el a´ngulo φF sera´ negativo para el lado del polı´gono de apoyo paralelo al eje xc y
situado en la direccio´n positiva de la fuerza (semiplano yc > 0 en este caso), y positivo
en el otro lado, resultando un desplazamiento de la curvaMEEDN = 0 en la direccio´n
del eje xc y en el sentido negativo, como muestran las figuras 3.14 y 3.16. Del mismo
modo, el momento resultante alrededor del eje yc provoca un a´ngulo φM para los lados
del polı´gono de apoyo que son paralelos al eje yc, siendo positivo para el lado situado
en la direccio´n negativa del momento (semiplano xc < 0 en este ejemplo) y negativo
en el lado contrario. Ası´, se produce otro desplazamiento de la curva MEEDN = 0
en la direccio´n del eje yc y en el sentido negativo. La fuerza y el momento resultante
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Figura 3.13: Curvas de nivel de estabilidad (m) para un cuadrila´tero de apoyo sobre suelo inclinado 20o en
la direccio´n del eje x, con el plano del cuerpo horizontal y en condiciones esta´ticas.
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Figura 3.14: Curvas de nivel de estabilidad (m) para un cuadrila´tero de apoyo sobre suelo inclinado 20o en
la direccio´n del eje x, con el plano del cuerpo horizontal y en presencia de una fuerza externa de 30 N en la
direccio´n del eje y y un momento externo de 20 Nm alrededor del eje y.
modifican tambie´n el gradiente del MEEDN, como se aprecia en la figura 3.14.
Una u´ltima situacio´n se presenta cuando al caso anterior se le an˜ade la condicio´n
VCG 6= 0. Esta es la situacio´n que se presenta durante la fase de avance del cuerpo del
robot. En estas condiciones existe una energı´a cine´tica en el instante en el que se mide
el MEEDN. La figura 3.15 ilustra las curvas de nivel de estabilidad cuando la velocidad
del cdg es de 0.2 m/s en la direccio´n del eje xc. El resultado de considerar esta velocidad
instanta´nea es un estrechamiento de las curvas de nivel en la direccio´n del movimiento,
en este caso el eje xc. Su efecto se traduce en una reduccio´n del lugar geome´trico de
las posiciones del cdg dentro del cual el robot es estable, es decir, el movimiento del
robot hace que la ma´quina sea menos estable que si el robot se encuentra en la misma
posicio´n, pero en reposo.
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3.5 Determinacio´n de la trayectoria o´ptima del centro de
gravedad
La obtencio´n de las curvas de nivel de estabilidad permite planificar la trayectoria del cdg
del robot durante el movimiento, de forma que se mantenga la posicio´n del cdg dentro
de unos valores adecuados de estabilidad. Es ma´s, se puede determinar la trayectoria del
cdg que maximice el MEEDN. Aunque la planificacio´n de trayectorias en el robot no es
el objetivo de esta Tesis, en esta seccio´n se proponen algunas directrices para abordar
este problema.
Para restringir el movimiento del cdg dentro de unos valores adecuados del MEEDN
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Figura 3.15: Curvas de nivel de estabilidad para un cuadrila´tero de apoyo sobre suelo inclinado 20o en la
direccio´n del eje x, con el plano del cuerpo horizontal, en presencia de una fuerza externa de 30 N en la
direccio´n del eje y y un momento externo de 20 Nm alrededor del eje y y sometido a efectos inerciales
debido a una velocidad lineal inicial del cuerpo de 0.2 m/s.
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Figura 3.16: Comparacio´n entre la proyeccio´n del polı´gono de apoyo sobre el plano del cuerpo y la curva
MEEDN = 0 existe una fuerza y un momento resultante aplicados sobre el cdg.
basta con determinar la curva de nivel correspondiente al mı´nimo MEEDN aceptable
y controlar la posicio´n del cdg de manera que permanezca siempre dentro del a´rea
encerrada por dicha curva. Esta te´cnica tiene la ventaja de ser muy poco costosa
computacionalmente.
Si se prefiere determinar la trayectoria del cdg que maximice la estabilidad de la
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Figura 3.17: Curvas de nivel y trayectoria o´ptima segu´n el me´todo del gradiente.
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ma´quina durante el avance, el algoritmo adecuado se basa en el me´todo del gradiente
(Jime´nez y Jime´nez 1995). Conside´rense las curvas de nivel de la funcio´n escalar del
puntoE(P) de la figura 3.17. El me´todo del gradiente permite construir una sucesio´n de
puntos de diferente nivel {Pk}, tales que la recta que une dos puntos consecutivos Pk y
Pk+1 tiene la direccio´n del gradiente en Pk, es decir:
Pk+1 = Pk + δk · ∇E(Pk) (3.58)
La curva formada por dicha sucesio´n de puntos es la curva de ma´xima pendiente. Es
muy importante elegir un valor de δk lo suficientemente pequen˜o para que sea va´lida la
aproximacio´n del gradiente, de lo contrario los puntos obtenidos a partir de la fo´rmula
recursiva 3.58 pueden no corresponder a la curva de pendiente ma´xima. Sin embargo,
la eleccio´n de un δk muy pequen˜o hara´ muy lento el algoritmo. Ante esta situacio´n, el
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Figura 3.18: Curvas de nivel de estabilidad y varias trayectorias o´ptimas del cdg.
3.6 Resumen y conclusiones 101
me´todo del gradiente propone elegir δk de forma que en el punto Pk+1 se alcance el
ma´ximo de la funcio´n E(P) en la recta normal de ecuacio´n:
P = Pk + δ · ∇E(Pk) (3.59)
O lo que es lo mismo, se elegira´ δk de forma que en el punto Pk+1 el segmento
PkPk+1 sea tangente a la curva de nivel.
De esta forma, el problema se reduce a maximizar una funcio´n de una sola variable,
δ, para lo que puede emplearse cualquier me´todo nume´rico monovariable (Fibonacci,
Newton, etc) (Jime´nez y Jime´nez 1995).
Aplicando la fo´rmula recursiva 3.58 a la funcio´n MEEDN es posible obtener la
trayectora o´ptima del cdg. Puesto que el MEEDN es el mı´nimo de los niveles de
estabilidad respecto a cada uno de los lados del polı´gono de apoyo, en las curvas de
nivel se producen cambios bruscos en la direccio´n de la curva (ve´anse las aristas de
color negro en la figura 3.18). Estos cambios se traducen en discontinuidades en el
gradiente entre dos puntos consecutivos de la curva. La aplicacio´n de la fo´rmula 3.58
en estos puntos conduce a una trayectoria del cdg que puede terminar fluctuando entre
distintos puntos de una misma curva. Para evitarlo pueden suavizarse los ve´rtices de las
curvas de nivel como se propone en (Mesuri 1985), calculando el punto Pk+1 mediante
una combinacio´n lineal de los gradientes de los dos niveles energe´ticos menores en el
punto dado:
Pk+1 = Pk + αδk · ∇NEE1(Pk) + (1− α)δk∇NEE2(Pk) (3.60)
La figura 3.18 muestra diferentes trayectorias o´ptimas, calculadas con este me´todo,
para varios puntos iniciales (A, B, C) en el lı´mite del polı´gono de apoyo. Las trayectorias
(A-A’), (B-B’) y (C-C’) respectivamente son las que debe seguir el cdg en su avance para
asegurar los ma´ximos valores de estabilidad.
3.6 Resumen y conclusiones
En el capı´tulo 2 se establecio´ una clasificacio´n cualitativa de los criterios de estabilidad
existentes en robots caminantes. Una vez revisados y comparados todos estos criterios
se llego´ a la conclusio´n de que no existe ningu´n criterio de estabilidad aplicado a
robots caminantes que asegure la correcta determinacio´n de la estabilidad ante todas
las posibles situaciones reales que pueden presentarse.
En este capı´tulo se demuestra que el criterio de estabilidad adecuado para todo tipo
de situaciones esta´ticas y dina´micas debe plantearse desde el punto de vista energe´tico,
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cuantificando la energı´a que la ma´quina es capaz de absorber sin perder la estabilidad.
Siguiendo estas directrices, se propone un criterio de estabilidad que es adecuado
para todas las situaciones estudiadas en el capı´tulo 2. El margen de estabilidad que
proporciona este criterio se denomina margen energe´tico de estabilidad dina´mica
normalizado. Se demuestra que este nuevo margen de estabilidad dina´mico es el
o´ptimo, puesto que proporciona la mı´nima medida de estabilidad desde el punto de vista
de la energı´a necesaria para volcar el robot alrededor de los lı´mites de su polı´gono de
apoyo.
La bu´squeda del criterio de estabilidad o´ptimo se completa con la obtencio´n de las
curvas de nivel de estabilidad, que representan el lugar geome´trico de los puntos del
plano del robot en los que se situarı´a el centro de gravedad del mismo para obtener un
nivel concreto del margen de estabilidad. Tambie´n se obtiene la trayectoria del centro de
gravedad que, durante el avance del cuerpo, optimiza la estabilidad de la ma´quina.
Las principales aportaciones originales de este capı´tulo son la propuesta del margen
energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado y la presentacio´n de las curvas de nivel
de estabilidad en presencia de efectos dina´micos.
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Capı´tulo 4
Optimizacio´n de la velocidad de las
patas de un robot
4.1 Introduccio´n
En el capı´tulo 3 se ha determinado el criterio de estabilidad que permite aumentar la
velocidad de un robot caminante. La velocidad del robot esta´ limitada por la velocidad
de la fase de transferencia de pata (Waldron et al. 1984). Por este motivo, maximizando
la velocidad de la trayectoria de transferencia de las patas se obtienen velocidades medias
ma´s elevadas.
La velocidad ma´xima que puede alcanzar el extremo de la pata en su transferencia se
ve limitada por el par ma´ximo y mı´nimo que pueden dar los actuadores. Por otro lado,
la propia dina´mica de la pata, tanto de su estructura meca´nica como de sus actuadores y
elementos de transmisio´n, limitan las aceleraciones que pueden conseguirse.
La optimizacio´n de la velocidad en robots manipuladores se ha estudiado de forma
intensiva en las dos u´ltimas de´cadas. Bobrow et al. (1985) y Shin y McKay (1985)
desarrollaron de forma independiente algoritmos similares, cuyo objetivo era el control
de tiempo mı´nimo de robots manipuladores a lo largo de trayectorias especı´ficas con
restricciones en el par de los actuadores (ve´ase seccio´n 4.3).
Para resolver este problema de control o´ptimo, el modelo dina´mico del manipulador
se reducı´a a un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden en funcio´n de un
para´metro de la trayectoria (usualmente la distancia recorrida), y las restricciones en el
par de las articulaciones se traducı´an en lı´mites en la aceleracio´n durante la trayectoria.
La idea era excelente sobre el papel; sin embargo, la obtencio´n de una solucio´n nume´rica
de dicho problema de control de tiempo mı´nimo era computacionalmente inabordable.
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Por esta razo´n, los algoritmos propuestos por Bobrow et al. (1985) y Shin y McKay
(1985) fueron revisados posteriormente, obtenie´ndose algunos algoritmos ma´s eficientes
(Pfeiffer and Johanni 1987; Slotine and Yang 1989; Shiller 1992). Slotine y Yang (1989)
aportaron importantes mejoras, consiguiendo la generacio´n de trayectorias en “cuasi-
tiempo real” para un manipulador plano de dos grados de libertad. No obstante, no
existe ninguna evidencia de que el algoritmo propuesto por Slotine y Yang pudiera ser
aplicado en la generacio´n de trayectorias en tiempo real de un manipulador de al menos
tres grados de libertad.
Todos los algoritmos existentes hasta la fecha para encontrar la solucio´n de tiempo
mı´nimo al problema de la generacio´n de trayectorias hacen hincapie´ en la importancia de
la dina´mica del manipulador sobre la ejecucio´n de la trayectoria. Tanto es ası´, que para
poder aplicar correctamente la teorı´a del control de tiempo mı´nimo es imprescindible un
exhaustivo y preciso modelo dina´mico del manipulador, y que no existan perturbaciones
externas. De lo contrario, la solucio´n obtenida tras aplicar estos algoritmos distarı´a
mucho de ser o´ptima. En la pra´ctica, sin embargo, no es posible obtener un modelo ideal,
y aun suponiendo que esto fuera posible, serı´a necesario hacer grandes simplificaciones
al modelo para poder introducirlo en un algoritmo de tiempo real (por ejemplo, la
ausencia de friccio´n y otras perturbaciones, eleccio´n de una matriz de inercias diagonal,
etc). Como resultado, se utilizarı´a un modelo impreciso, que finalmente se traducirı´a en
errores graves durante la ejecucio´n del movimiento. Por otro lado, la solucio´n de tiempo
mı´nimo requiere la saturacio´n de al menos un actuador, lo que impide la actuacio´n del
sistema de control ante posibles perturbaciones.
Yang y Slotine (1994) solucionaron algunos de los problemas de aplicacio´n de los
algoritmos cla´sicos al presentar el me´todo de “control de tiempo cuasi-mı´nimo” (Near-
minimum-time control). El me´todo propuesto encontraba el compromiso entre tiempo
de co´mputo y optimizacio´n de la velocidad de trayectoria. Tambie´n requerı´a un modelo
matema´tico del manipulador, pero en cualquier caso toleraba mejor las imprecisiones del
modelo gracias a una estructura en lazo cerrado. El me´todo podı´a generar soluciones de
tiempo “cuasi-mı´nimo” en medio segundo, en una estacio´n de trabajo DEC 5000/25 para
un brazo manipulador de dos grados de libertad. Sin embargo, la carga computacional
aumentaba con el nu´mero de grados de libertad del robot.
Pero, adema´s de las restricciones de tiempo de ca´lculo, los me´todos de control de
tiempo mı´nimo presentan otra desventaja: u´nicamente son va´lidos para generacio´n off-
line de trayectorias, es decir, previamente a la ejecucio´n. La trayectoria se genera por
completo de antemano, de forma que se calculan los valores de velocidad y aceleracio´n
de cada articulacio´n para todos los puntos que componen la trayectoria. El me´todo
no es va´lido para generacio´n on-line, es decir, concurrentemente durante la ejecucio´n.
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Debido a esta limitacio´n, las te´cnicas de control de tiempo mı´nimo no son adecuadas
para la generacio´n de trayectorias en las patas de los robots caminantes. Las patas de
los robots caminantes, en su transferencia, realizan trayectorias que deben calcularse
on-line. La existencia de irregularidades u obsta´culos en el terreno provoca la repentina
interrupcio´n de una trayectoria y la necesidad de generar una nueva. Si la trayectoria
ha de generarse por completo cada vez que esto sucede, el tiempo de ca´lculo de los
algoritmos de generacio´n ralentiza la velocidad de la ma´quina, a pesar de la optimizacio´n
de la velocidad de trayectoria. Aunque existen algunos me´todos para la modificacio´n
on-line de trayectorias nominales de tiempo mı´nimo (Dahl and Nielsen 1990; Eom et
al. 2001), y contados algoritmos para generacio´n on-line de trayectorias o´ptimas punto
a punto (Miro´ et al. 1997), no se tiene conocimiento hasta la fecha de un algoritmo
eficiente para la generacio´n on-line de trayectorias especı´ficas o´ptimas.
Por este motivo, en el capı´tulo 7 se propone un me´todo para generar on line la
trayectoria de velocidad ma´xima para un sistema articulado. El me´todo se fundamenta
en una pata de un robot caminante, pero los resultados son perfectamente aplicables a
robots manipuladores en general. El me´todo propuesto se basa en perfiles de velocidad
trapezoidales. No precisa de un modelo dina´mico ideal del sistema, evitando ası´ errores
por simplificaciones del modelo. En cambio, el me´todo propuesto utiliza la informacio´n
de los efectos dina´micos presentes en el movimiento de la pata robo´tica, por medio de
reglas borrosas, que adema´s permiten la presencia de una cierta incertidumbre.
El ana´lisis dina´mico en el que se basan las reglas borrosas se lleva a cabo en el
capı´tulo 5, a partir de la obtencio´n del modelo dina´mico completo de la pata del robot.
Dicho modelo incluye la dina´mica de los actuadores y sistemas de transmisio´n, en los
que destaca el efecto de la friccio´n. La importancia de los resultados obtenidos durante
el modelado de esta friccio´n requiere la dedicacio´n del capı´tulo 6 para el estudio de este
efecto dina´mico.
En el presente capı´tulo se plantea el problema de la generacio´n de trayectorias
cartesianas bajo la presencia de efectos dina´micos y con restricciones en el par de los
actuadores. En la seccio´n 4.3 se introducen las te´cnicas cla´sicas de control de tiempo
mı´nimo como solucio´n al problema de generacio´n off-line previamente planteado, y se
muestra por que´ no son adecuadas para la generacio´n on-line. En estas te´cnicas se basa
el me´todo de generacio´n on-line de trayectorias propuesto en el capı´tulo 7 de esta Tesis.
108 Optimizacio´n de la velocidad de las patas de un robot
Figura 4.1: Disposiciones inicial y final de un manipulador o pata de 3 gdl durante la ejecucio´n de la
trayectoria IF .
4.2 Generacio´n de trayectorias cartesianas bajo efectos
dina´micos
Dado un manipulador de n grados de libertad, configuracio´n articular y con restricciones
en el par ma´ximo de los actuadores, se pretende generar y ejecutar una trayectoria
rectilı´nea en su extremo a la mayor velocidad posible. El primer problema que se
plantea es la obtencio´n de una velocidad cartesiana en el extremo del robot, a partir
de la coordinacio´n y sincronizacio´n de n velocidades rotacionales en las articulaciones,
teniendo en cuenta que alguno de los actuadores puede llegar a saturarse.
Este es un problema tı´pico en las patas de los robots caminantes, puesto que las
articulaciones suelen albergar a los propios actuadores. Esto restringe el par u´til debido
a que los motores tienen que mover y soportar su propio peso y, por lo tanto, el actuador
tiende a saturarse.
Para ilustrar el problema se ha representado esquema´ticamente, en la figura 4.1, un
manipulador o pata de 3 grados de libertad, en sus posiciones inicial y final, durante la
ejecucio´n de una trayectoria recta ¯IF . El plano ˆIOF , formado por la trayectoria ¯IF
y el origen de coordenadas del manipulador, O, es el plano del movimiento. Se podrı´a
ejecutar la misma trayectoria ¯IF con un manipulador virtual de dos grados de libertad, el
primero rotacional con su eje de rotacio´n pasando por el origenO, perpendicular al plano
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del movimiento, y el segundo telesco´pico, extendiendo el brazo una distancia R(t). La
posicio´n cartesiana del extremo del manipulador dentro del plano del movimiento puede
expresarse en funcio´n de las variables R(t) y θ(t) como:
x(t) = R(t) cosθ(t) (4.1)
y(t) = R(t) senθ(t) (4.2)
Derivando respecto al tiempo ambas expresiones se obtienen las componentes de la
velocidad lineal del extremo del manipulador:
x˙(t) = R˙(t) cosθ(t)− θ˙(t)R(t) senθ(t) (4.3)
y˙(t) = R˙(t) senθ(t) + θ˙(t)R(t) cosθ(t) (4.4)
Segu´n las ecuaciones 4.3 y 4.4, la velocidad angular de la primera articulacio´n
virtual, θ˙(t), junto con la distancia recorrida por la segunda articulacio´n virtual, R(t), y
su velocidad, R˙(t), determinan la velocidad lineal del extremo del manipulador durante
la trayectoria, segu´n la expresio´n:
v =
√
R˙(t)2 +R(t)2 θ˙(t)2 (4.5)
Maximizar la velocidad lineal en el extremo del robot implica, segu´n 4.5:
1. Maximizar la velocidad angular θ˙(t).
2. Maximizar la velocidad lineal R˙(t).
3. Realizar la trayectoria siempre con valores ma´ximos de R(t), evitando
configuraciones singulares del manipulador original.
La tercera condicio´n no siempre sera´ posible, dependiendo de la tarea del robot, pero
puede imponerse la condicio´n de realizar la trayectoria lo ma´s alejada posible de la base
del robot.
La maximizacio´n de la velocidad de rotacio´n, θ˙(t), y de la velocidad lineal, R˙(t),
esta´ condicionada por la limitacio´n del par de los actuadores, puesto que tanto el a´ngulo
de rotacio´n virtual, θ(t), como la distancia virtual, R(t), son funcio´n de los a´ngulos
internos del manipulador original, θi(t), donde i = 1, ..., n, es decir:
θ(t) = F(θ1(t), . . . , θn(t)) (4.6)
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R(t) = G(θ1(t), . . . , θn(t)) (4.7)
Este hecho se ilustra con el siguiente experimento, cuyos resultados se resumen en
la figura 4.2. En e´l se ha utilizado una pata del robot SILO4 (ve´ase el ape´ndice A) para
realizar trayectorias rectas paralelas al eje x de la pata, aumentando entre trayectorias
sucesivas el valor de la coordenada y. Para la generacio´n de dichas trayectorias se han
utilizado perfiles trapezoidales en la velocidad lineal del pie. La figura 4.2(a) muestra
la variacio´n de la velocidad angular de la primera articulacio´n, que es la primera en
saturarse durante estas trayectorias, y la figura 4.2(b) muestra los perfiles de velocidad
lineal del pie durante las mismas. Puede observarse que para las trayectorias pro´ximas al
origen de referencia la articulacio´n se satura y no es posible alcanzar la velocidad media
deseada en el pie. Por el contrario, para las trayectorias con mayor valor de la coordenada
y se alcanza la velocidad media deseada en el pie. De la figura 4.2(a) tambie´n se deduce
que esta velocidad se consigue con velocidades menores en el primer eje; por tanto la
velocidad media podrı´a superarse, pues la articulacio´n esta´ siendo infrautilizada.
Suponiendo que el robot cumple la condicio´n de ejecutar trayectorias con valores
de R(t) admisibles para obtener velocidades lineales altas, falta por optimizar las
velocidades θ˙(t) y R˙(t), lo que implica forzar la saturacio´n de al menos un actuador.
Para ello es necesario modificar el perfil de velocidad lineal del extremo, ajusta´ndolo
en cada caso en funcio´n de las caracterı´sticas de la trayectoria. Teniendo en cuenta
que la generacio´n de la trayectoria se realiza on line, es decir, al mismo tiempo que
Figura 4.2: Perfiles de velocidad en trayectorias paralelas al eje x. (a) Perfiles de velocidad angular de la
primera articulacio´n. (b) Perfiles de velocidad lineal en el extremo.
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e´sta se ejecuta, es necesario utilizar un algoritmo de generacio´n de trayectoria lo
suficientemente ra´pido como para garantizar la generacio´n en tiempo real. Al mismo
tiempo, es necesario contrarrestar los efectos dina´micos que surgira´n a la hora de forzar
la saturacio´n de los actuadores. La solucio´n de este problema no es en ningu´n modo
trivial y tradicionalmente se ha abordado mediante la utilizacio´n de te´cnicas de control
de tiempo mı´nimo.
A continuacio´n se presentan los fundamentos del control de tiempo mı´nimo para
robots manipuladores, que resuelven el problema mediante te´cnicas de control o´ptimo,
plantea´ndose sus ventajas e inconvenientes. Posteriormente se presenta el me´todo de
ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie; un me´todo propuesto en esta Tesis que
resuelve el problema desde un enfoque completamente diferente, utilizando para ello
te´cnicas de control borroso.
4.3 Te´cnicas de control de tiempo mı´nimo
4.3.1 Revisio´n del control o´ptimo
En el disen˜o de controladores o´ptimos se trata de determinar el valor de aquellas
variables o funciones que minimizan o maximizan un cierto ı´ndice de costo, sujeto a una
serie de restricciones que se imponen como requerimientos pra´cticos o especificaciones.
El principio del ma´ximo de Pontriaguin determina las condiciones necesarias que deben
cumplir las funciones que optimizan el ı´ndice de coste en los problemas de control con
entradas acotadas (Jime´nez y Jime´nez 1995). Conside´rese el siguiente problema:
Dado el sistema dina´mico de orden n definido por:
q˙ = f(q(t), u(t)) (4.8)
donde u es la entrada al sistema, es decir, la sen˜al de control, y q es el estado del sistema.
Se trata de hallar las entradas u que transfieran al sistema desde el estado inicial q0 en el
instante t0 hasta el estado final qf en el instante tf > t0 minimizando el ı´ndice:
J(q, u) =
∫ tf
t0
f0(q(t), u(t))dt (4.9)
donde la funcio´n f0 es continua y diferenciable.
Conside´rese tambie´n la funcio´n Hamiltoniana:
H(q, u, λ) = f0(q, u, t) + λT f(q, u, t) (4.10)
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donde λ(t) es un vector n× 1 de variables adjuntas. Si u∗ es la entrada que transfiere al
sistema 4.8 del estado q∗0 al q∗f haciendo mı´nimo el valor del ı´ndice 4.9, entonces existe
una solucio´n λ∗(t) no nula del sistema adjunto:
λ˙ = −
(
∂f
∂q
)T
λ (4.11)
que cumple, para todo t[t0, tf ] y para todo u:
H(q∗, u∗, λ∗) ≤ H(q∗, u, λ∗) (4.12)
Ma´s au´n, para todo t[t0, tf ], se verifica:
H(q, u∗, λ∗) = 0 (4.13)
Las te´cnicas de control de tiempo mı´nimo o de tiempo o´ptimo a lo largo de
trayectorias especı´ficas con restricciones en el par de los actuadores manipulan las
ecuaciones del sistema dina´mico y las restricciones en los actuadores para convertir el
problema en uno de control o´ptimo, cuyo ı´ndice a minimizar es el tiempo en el que
se recorre la trayectoria. A continuacio´n se introduce el planteamiento del control de
tiempo mı´nimo.
4.3.2 Control de tiempo o´ptimo a lo largo de trayectorias
Conside´rese el sistema dina´mico 4.8 del apartado anterior. En el caso particular de que
se desee alcanzar el estado qf desde el estado inicial q0 en el tiempo mı´nimo, la funcio´n
f0 de 4.9 es la funcio´n constante igual a 1, con lo que el ı´ndice se convierte en:
J(q, u) = tf − t0 (4.14)
Al vector u∗ que es solucio´n de este problema de control o´ptimo se le denomina
control de tiempo o´ptimo o control de tiempo mı´nimo.
Conside´rese ahora el problema particular de un manipulador de n grados de libertad.
Las ecuaciones del movimiento pueden expresarse como (Fu et al. 1987; Craig 1989):
τ = D(q)q¨ + q˙TH(q)q˙ +G(q) (4.15)
donde la matriz de inercias, D(q), es una matriz n × n sime´trica y definida positiva,
H(q) es el tensor n × n × n de te´rminos de Coriolis y fuerzas centrı´fugas, G(q) es el
vector n× 1 de te´rminos gravitatorios y τ es el vector n× 1 de pares en los actuadores.
Se supone que no existe friccio´n en los actuadores.
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Se considera que existen lı´mites en el par de los actuadores, dados por:
T imin ≤ τi ≤ T imax (4.16)
donde T imin y T imax son constantes conocidas. El superı´ndice i denota el actuador.
Sea r(s) un vector n × 1 que describe una trayectoria del extremo efectivo del
manipulador en el espacio de la tarea, parametrizada en funcio´n de la variable escalar s,
que representa la posicio´n del extremo a lo largo de la trayectoria.
Se trata de encontrar el valor del par en los actuadores de forma que el sistema
gobernado por 4.15, satisfaciendo las restricciones 4.16, ejecute la trayectoria r(s) en el
tiempo mı´nimo. A continuacio´n se plantea el algoritmo de Bobrow et al. (1985).
Mediante la transformacio´n cinema´tica inversa es posible expresar las coordenadas
internas del manipulador en funcio´n de la trayectoria r(s):
q = f(s) = ψ−1(r(s)) (4.17)
donde la funcio´n f es un vector n × 1. Las velocidades y aceleraciones de las
articulaciones en funcio´n de la trayectoria resultan ser:
q˙ = f
′
(s)s˙ (4.18)
q¨ = f
′′
(s)s˙2 + f
′
s¨ (4.19)
Sustituyendo las ecuaciones 4.17 a 4.19 en 4.15 es posible expresar las ecuaciones
del sistema en funcio´n del para´metro s de la trayectoria:
τ = D(f)[f
′′
s˙2 + f
′
s¨] + [f
′
s˙]TH(f)[f
′
s˙] +G(f) (4.20)
Omitiendo la dependencia entre f y s, la expresio´n anterior puede escribirse ma´s
claramente como:
τ = Ds(s)s¨+Hs(s)s˙2 +Gs(s) (4.21)
donde Ds, Hs y Gs son vectores n× 1 dados por:
Ds(s) = D(f)f
′ (4.22)
Hs(s) = f
′TH(f)f
′
+D(f)f
′′ (4.23)
Gs(s) = G(f) (4.24)
Las restricciones 4.16 del par de los actuadores pueden reescribirse de la forma:
T imin ≤ di(s)s¨+ hi(s, s˙)s˙2 + gi(s) ≤ T imax (4.25)
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donde di, hi y gi son las componentes i-e´simas de los vectores Ds, Hs y Gs
respectivamente.
Puesto que la matriz D es definida positiva y suponiendo que la trayectoria es tal
que el vector tangente f ′(s) es no nulo, el vector Ds es por tanto no nulo. Si, adema´s,
la i-e´sima componente de Ds es distinta de cero, entonces la ecuacio´n 4.25 queda de la
forma:
Li(s, s˙) ≤ s¨ ≤ Ui(s, s˙) (4.26)
donde
Li(s, s˙) =
{
(T imin − his˙2 − gi)/di, si di > 0
(T imax − his˙2 − gi)/di, si di < 0 (4.27)
Ui(s, s˙) =
{
(T imax − his˙2 − gi)/di, si di > 0
(T imin − his˙2 − gi)/di, si di < 0
(4.28)
Si di = 0, simplemente se omite la correspondiente desigualdad 4.26, puesto que
no impone restriccio´n alguna sobre la aceleracio´n. Sin embargo, Shiller y Lu (1992)
demuestran que estos casos conducen a los denominados arcos singulares, donde el
algoritmo falla.
Las ecuaciones 4.26 definen un rango de aceleraciones del extremo del manipulador
como funcio´n de la posicio´n y la velocidad a lo largo de la trayectoria. Dicho rango es
el admisible para que el extremo realice la trayectoria sin que los actuadores sobrepasen
los lı´mites de par. A partir del rango de aceleraciones de cada actuador se genera un
nuevo conjunto definido como:
L(s, s˙) ≤ s¨ ≤ U(s, s˙) (4.29)
tal que
L(s, s˙) = max
i
Li(s.s˙) (4.30)
U(s, s˙) = min
i
Ui(s.s˙) (4.31)
El problema de control de tiempo o´ptimo puede plantearse ahora de la siguiente
forma:
Dado el sistema dina´mico:
s¨ = u(t) (4.32)
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Figura 4.3: Generacio´n de la trayectoria de tiempo mı´nimo mediante obtencio´n de los puntos de cambio en
el plano de fase.
encue´ntrese el control u(t) que, perteneciendo al conjunto de soluciones admisibles
L(s, s˙) ≤ u ≤ U(s, s˙) (4.33)
transfiera el sistema desde una posicio´n inicial s0 a la posicio´n final sf en un tiempo
mı´nimo.
No´tese que la entrada de control es la aceleracio´n del extremo del manipulador a lo
largo de la trayectoria y que e´sta determina el valor del par a trave´s de la ecuacio´n 4.21.
La solucio´n a este problema siempre maximiza o minimiza el valor de la aceleracio´n,
de forma que al menos un actuador esta´ saturado en cada instante a lo largo de la
trayectoria. Demostrando que existe un nu´mero finito de puntos en el perfil de velocidad
de la trayectoria en los que se produce el paso de ma´xima aceleracio´n a ma´xima
desaceleracio´n, el problema se reduce al ca´lculo de dichos puntos de cambio.
Para el ca´lculo de los puntos de cambio se utiliza el plano de fase s− s˙. El algoritmo
es el siguiente:
Paso 1: Se determina el semi-plano definido por la restriccio´n del par de los actuadores,
dado por L(s, s˙) ≤ U(s, s˙) (ve´ase la figura 4.3).
Paso 2: Se integra la expresio´n s¨ = U(s, s˙) hacia adelante, partiendo del punto inicial
(s0, s˙0), obteniendose el segmento F de la trayectoria (ve´ase la figura 4.3).
Paso 3: Se integra la expresio´n s¨ = L(s, s˙) hacia atra´s, partiendo del punto final
(sf , s˙f ), obteniendose el segmento B de la trayectoria (ve´ase la figura 4.3).
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Figura 4.4: Comparacio´n entre la trayectoria de tiempo mı´nimo y la trayectoria ma´xima de perfil trapezoidal
en el plano de fase.
Paso 4: Suponiendo que el segmento F intersecta con la curva de ma´xima velocidad,
L(s, s˙) = U(s, s˙), en el punto (s1, s˙1), comienza un proceso de iteracio´n para
encontrar el punto de cambio dentro del intervalo [s0, s1], de forma que la
trayectoria de deceleracio´n sea tangente a la curva de ma´xima velocidad, lo que
garantiza el ma´ximo aprovechamiento de los actuadores.
Paso 5: El punto de cambio obtenido, (si, s˙i), se toma como comienzo del pro´ximo
punto de cambio mediante el mismo proceso iterativo.
La curva ası´ obtenida recibe el nombre de curva de cambio, y es la trayectoria de
tiempo o´ptimo entre los puntos s0 y sf . La eficiencia del me´todo depende del proceso
iterativo de bu´squeda de los puntos de cambio, de lo acertado que sea el valor inicial de
bu´squeda y del paso de integracio´n.
El inconveniente que presenta este me´todo en robots caminantes es que no es
va´lido para su aplicacio´n en generacio´n de trayectorias on-line. Para ello serı´a preciso
aplicar todo el algoritmo de generacio´n de la trayectoria o´ptima dentro de un periodo
de muestreo de control para cada tramo de la trayectoria. Adema´s de ser inviable
computacionalmente, la trayectoria total, ası´ generada, consistirı´a en la unio´n de
mu´ltiples trayectorias o´ptimas, para lo que es necesario conocer los valores (sf , s˙f )
finales de cada tramo. Esto requiere conocer el perfil de velocidad, que, precisamente es
lo que se esta´ buscando.
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Como solucio´n alternativa, en el capı´tulo 7 se propone un algoritmo de generacio´n
de trayectorias on-line que maximiza la velocidad de la trayectoria. Dicho me´todo se
basa en la determinacio´n previa de un perfil de velocidad en el pie de tipo trapezoidal.
La trayectoria ası´ generada es la o´ptima entre las trayectorias con perfil trapezoidal. Sin
embargo, el hecho de fijar un determinado perfil hace que la velocidad de la trayectoria
generada sea inferior a la solucio´n de tiempo mı´nimo. La figura 4.4 muestra la diferencia
entre ambas trayectorias en el plano de fase. En la figura se representa la curva lı´mite
de velocidad que imponen tanto la dina´mica del sistema como el par ma´ximo de los
actuadores. Como se ve, la trayectoria basada en un perfil trapezoidal es tangente a
dicha curva en un solo punto, manteniendose una velocidad constante entre los instantes
de aceleracio´n y deceleracio´n. En cambio, el perfil obtenido mediante las te´cnicas
cla´sicas de tiempo mı´nimo es tangente a la curva lı´mite en varios puntos, adapta´ndose a
ella, de forma que la velocidad media obtenida es mayor que la que resulta del me´todo
propuesto. Como contrapartida, el me´todo que se propone en esta Tesis sı´ es aplicable a
la generacio´n de trayectorias on-line, como se demostrara´ en el capı´tulo 7.
4.4 Resumen y conclusiones
En este capı´tulo se ha planteado el problema de generacio´n de trayectorias en robots
manipuladores, optimizando la velocidad lineal del extremo efectivo del robot. Se han
introducido brevemente los me´todos de control de tiempo mı´nimo para resolver dicho
problema. Estos me´todos obtienen de forma teo´rica la trayectoria o´ptima, considerando
la dina´mica del sistema, ası´ como la saturacio´n de los actuadores. Sin embargo,
presentan muchos problemas a la hora de aplicarse en un sistema real. El requerimiento
de un modelo matema´tico ideal del sistema imposibilita encontrar dicha solucio´n o´ptima
debido a posteriores simplificaciones del modelo para su implementacio´n en tiempo
real. Aun ası´, los tiempos de co´mputo del algoritmo son altos, de forma que el me´todo
so´lo ha podido ser aplicado en manipuladores de dos grados de libertad. El segundo
inconveniente que presenta este me´todo es que no puede aplicarse para generacio´n on
line de trayectorias. Esto limita su aplicacio´n en sistemas robotizados que trabajen en
entornos no estructurados, como es el caso de los robots caminantes. Las patas de estos
robots, durante su transferencia, pueden encontrarse con irregularidades u obsta´culos en
el terreno. Esto provoca la interrupcio´n de la trayectoria y la generacio´n de una nueva. La
necesidad de generar la trayectoria completa en estos determinados instantes ralentizarı´a
la velocidad total de la ma´quina. Por este motivo, es necesario generar la trayectoria
concurrentemente a su ejecucio´n.
El me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n, que se propone en el capı´tulo 7
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de esta Tesis, se basa en te´cnicas de control borroso, y contempla el problema desde
el punto de vista de su aplicabilidad en sistemas reales y en tiempo real. Este me´todo
obtiene las ma´ximas velocidades permitidas por los actuadores y por la dina´mica, como
los me´todos de control de tiempo mı´nimo, ajustando la velocidad del extremo del robot
a un perfil trapezoidal. La velocidad ma´xima de trayectoria ası´ obtenida es inferior a la
solucio´n de tiempo mı´nimo, pero sı´ es aplicable en la generacio´n on line de trayectorias.
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Capı´tulo 5
Ana´lisis dina´mico de la pata de un
robot caminante
5.1 Introduccio´n
A la hora de optimizar la velocidad de las patas de un robot caminante deben tenerse
en cuenta, como se ha indicado en el capı´tulo anterior, las limitaciones impuestas por la
dina´mica del sistema. Para ello, es necesario obtener y analizar el modelo dina´mico de
la pata.
El modelo dina´mico de una pata o manipulador es el conjunto de ecuaciones
matema´ticas que describen la relacio´n entre el movimiento del robot y las fuerzas
implicadas en el mismo, es decir, su comportamiento dina´mico. Este modelo resulta
ser fuertemente no lineal, multivariable, acoplado y de para´metros variables, por lo que
su manipulacio´n es extremadamente compleja (Craig 1989; Barrientos et al. 1997).
La pata de un robot caminante es un sistema meca´nico complejo, formado por una
estructura de al menos tres grados de libertad. Esta estructura meca´nica se compone
de eslabones unidos entre sı´ a trave´s de articulaciones (ve´ase la figura 5.1). Las
articulaciones, a su vez, se componen de un actuador y de uno o varios elementos de
transmisio´n. El modelo dina´mico completo de la pata debe incluir, por tanto, la dina´mica
de todos sus elementos.
Los me´todos para formular el modelo dina´mico de una pata no difieren de los
utilizados en robots manipuladores. Los ma´s destacables son de dos tipos:
• Me´todo basado en la formulacio´n Lagrangiana.
• Me´todo basado en la formulacio´n Newtoniana.
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Figura 5.1: Estructura meca´nica, actuadores y sistemas de transmisio´n en un robot caminante.
La formulacio´n de Lagrange-Euler (Sciavicco and Siciliano 2000; Barrientos et
al. 1997) permite obtener las ecuaciones dina´micas de forma sistema´tica, mediante el
planteamiento de la ecuacio´n de Lagrange. Conceptualmente es simple y sus ventajas
aumentan a medida que aumenta el nu´mero de grados de libertad del robot.
Uicker et al. (1964) plantearon un me´todo que, utilizando la representacio´n de
Denavit-Hartenberg, permite formular el modelo dina´mico de Lagrange-Euler de forma
sencilla, sobre todo cuando el nu´mero de grados de libertad del robot es elevado. Uno
de sus inconvenientes es que no contempla el modelo de los actuadores ni la friccio´n en
los sistemas de transmisio´n y actuadores. Este me´todo, adema´s, es ineficiente desde
el punto de vista computacional, puesto que el nu´mero de operaciones crece con la
potencia cuarta del nu´mero de grados de libertad (orden O(n4)). Sin embargo, el
me´todo conduce a unas ecuaciones finales bien estructuradas, donde aparecen de manera
clara los diversos pares y fuerzas que intervienen en el movimiento: inercia, Coriolis y
gravedad.
La formulacio´n de Newton-Euler (Sciavicco and Siciliano 2000; Craig 1989)
se encuentra muy extendida en la literatura debido a su eficiencia computacional.
Esta´ basado en operaciones vectoriales y el nu´mero de operaciones es directamente
proporcional al nu´mero de grados de libertad (orden O(n)). Sin embargo, su
planteamiento vectorial y recursivo hace esta formulacio´n ma´s oscura desde el punto
de vista fı´sico que la formulacio´n de Lagrange-Euler.
En este capı´tulo se deduce el modelo dina´mico de las patas de un robot caminante.
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Se ha elegido para ello el me´todo de Uicker et al. (1964) porque la sencillez de su
planteamiento permite obtener el modelo de manera meto´dica y simple. Adema´s, la
potencia de los computadores de hoy en dı´a permiten su aplicacio´n en tiempo real. Esta
formulacio´n no contempla el modelo dina´mico de los actuadores ni de los sistemas de
transmisio´n. Por tanto, la obtencio´n de las ecuaciones dina´micas del robot se realizara´
en tres etapas:
1. Formulacio´n del modelo dina´mico de la estructura meca´nica de una pata utilizando
el me´todo propuesto por Uicker et al. (1964).
2. Formulacio´n del modelo dina´mico de los actuadores y sistemas de transmisio´n.
3. Obtencio´n del modelo dina´mico completo de una pata.
Estas tres etapas se presentan en la seccio´n 5.2 de este capı´tulo. En la seccio´n 5.3
se propone un me´todo de ana´lisis del modelo dina´mico en funcio´n de los para´metros
de la trayectoria del pie, lo que permitira´ su aplicacio´n en el me´todo de optimizacio´n
de la velocidad del pie, propuesto en el capı´tulo 7. A continuacio´n, en la seccio´n 5.4
se presenta la obtencio´n del modelo dina´mico y el correspondiente ana´lisis para el caso
particular del robot SILO4. Ası´ mismo se lleva a cabo la validacio´n del modelo obtenido.
5.2 Modelo dina´mico completo de la pata de un robot
caminante
5.2.1 Modelo dina´mico de la estructura meca´nica
La estructura meca´nica de la pata de un robot se considera como la unio´n secuencial de
los eslabones que forman la pata a trave´s de articulaciones, excluyendo los actuadores
y los sistemas de transmisio´n. La formulacio´n iterativa de Lagrange Euler proporciona
las ecuaciones dina´micas de esta estructura de forma sencilla. Esta formulacio´n utiliza
la notacio´n de Denavit-Hartenberg para asignar a cada eslabo´n un sistema de referencia.
A partir de las matrices de transformacio´n homoge´neas, que relacionan el sistema de
coordenadas del eslabo´n i con el del i + 1 y el tensor de inercia de cada eslabo´n, se
determina que la relacio´n entre el movimiento de la estructura meca´nica y los pares y
fuerzas que producen dicho movimiento es (Barrientos et al. 1997; Fu et al. 1987):
τe − JTF = D(q)q¨+H(q, q˙) +C(q) (5.1)
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donde q, q˙ y q¨ son las posiciones, velocidades y aceleraciones de sus articulaciones
respectivamente. Por otro lado, las matrices D, H y C son de la forma:
D =

d11 · · · d1i · · · d1n
.
.
.
.
.
.
.
.
.
di1 · · · dii · · · din
.
.
.
.
.
.
.
.
.
dn1 · · · dnj · · · dnn

; H =

h1
.
.
.
hi
.
.
.
hn

; C =

c1
.
.
.
ci
.
.
.
cn

(5.2)
Para un manipulador o una pata de n grados de libertad la matriz D ( n× n) es
sime´trica, definida positiva y dependiente de la configuracio´n de la estructura. Recibe el
nombre de matriz de inercia. Los elementos dii de su diagonal principal representan el
momento de inercia de la estructura meca´nica alrededor de la articulacio´n i cuando las
restantes articulaciones esta´n bloqueadas. Los elementos dij representan el efecto de la
aceleracio´n de la articulacio´n j sobre la rotacio´n de la articulacio´n i.
El vector H (n × 1) recibe el nombre de vector de Coriolis y fuerzas centrı´fugas.
Sus elementos hi vienen dados por la suma de te´rminos cuadra´ticos en las velocidades
internas q˙ que representan los efectos centrı´fugos y de Coriolis inducidos en la
articulacio´n i, debidos a la velocidad de las otras articulaciones. Por lo tanto, estos
te´rminos dependen tanto de la configuracio´n de la estructura como de las velocidades
internas de sus articulaciones.
Por u´ltimo, el vector C (n × 1) se denomina vector de gravedad y sus te´rminos ci
representan el momento generado alrededor de la articulacio´n i por la accio´n de la fuerza
de la gravedad. Depende, por tanto, u´nicamente de la configuracio´n de la estructura, es
decir, de la posicio´n de sus articulaciones q.
El primer te´rmino de la ecuacio´n 5.1, contiene los pares y fuerzas necesarios para
ejecutar una determinada trayectoria. Ası´ τe (n×1) es un vector cuyos elementos τi son
los pares requeridos en las articulaciones para ejecutar la trayectoria y F son las fuerzas
de contacto con el suelo. Cuando la pata este´ en transferencia estas fuerzasF sera´n nulas
y la expresio´n 5.1 es un sistema determinado. Sin embargo, durante la fase de apoyo de
una pata, en la que debe sustentar parte del peso del robot, existira´ un vector de fuerzas
F. En estas condiciones el sistema 5.1 presenta n ecuaciones con 2n inco´gnitas, por lo
que el problema dina´mico es indeterminado y podra´ resolverse de tres posibles formas:
• Mediante la te´cnica de los multiplicadores de Lagrange, minimizando una funcio´n
energe´tica (Dettman 1988). Esta solucio´n es muy costosa computacionalmente.
• Mediante un modelo dina´mico del contacto con el suelo. Se establece una relacio´n
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Figura 5.2: Modelo meca´nico de un actuador ele´ctrico conectado a una carga a trave´s de una reduccio´n.
entre las fuerzas de contacto y las posiciones de los pies, lo que an˜ade un nu´mero
de ecuaciones que hacen el problema determinado (Manko 1992).
• Mediante la utilizacio´n de sensores de fuerza en los pies. Computacionalmente es
la mejor solucio´n.
Puesto que en esta Tesis se trata de optimizar la velocidad de las patas en
transferencia, las fuerzas de contacto se considerara´n nulas.
5.2.2 Modelo dina´mico de los actuadores y sistemas de transmisio´n
En el ca´lculo del modelo dina´mico de un robot no puede ignorarse la dina´mica de los
actuadores y de los sistemas de transmisio´n. El movimiento del actuador induce una
inercia y una friccio´n viscosa que deben vencerse por el par motor. Cuando adema´s
se utilizan transmisiones con altas reducciones, como es el caso de las patas de los
robots caminantes, aumenta mucho el rozamiento en la transmisio´n y aparecen holguras
y elasticidades.
Los actuadores pueden ser de varios tipos, principalmente ele´ctricos o hidra´ulicos.
Los accionamientos ele´ctricos de corriente continua (CC) son los ma´s utilizados en las
articulaciones de robots caminantes, por tanto, nos centraremos en el modelo dina´mico
de estos actuadores. Modelos dina´micos de actuadores hidra´ulicos pueden encontrarse
en (Barrientos et al. 1997; Craig 1989; Sciavicco and Siciliano 2000).
La figura 5.2 representa el modelo meca´nico de un motor CC conectado a una carga
inercial constante mediante un sistema reductor. Durante el funcionamiento de un motor
CC se produce el giro del rotor, apareciendo efectos inerciales y fricciones en el eje.
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El par aplicado en el rotor o par motor, τm debe emplearse en vencer la inercia, Jeq,
y la friccio´n viscosa, Beq, equivalentes del rotor y de la carga, adema´s de posibles
perturbaciones, τp, es decir:
τm − 1
N
τp = Jeq θ¨m +Beq θ˙m (5.3)
donde θ˙m y θ¨m son la velocidad y aceleracio´n angular del rotor, respectivamente. La
inercia y friccio´n equivalentes vienen dadas por:
Jeq = Jm +
1
N2
J (5.4)
Beq = Bm +
1
N2
B (5.5)
siendo N la relacio´n de reduccio´n. Jm y Bm son la inercia y friccio´n viscosa del rotor,
respectivamente. Del mismo modo, J y B representan la inercia y friccio´n viscosa de la
carga, respectivamente.
Las expresiones 5.3, 5.4 y 5.5 definen el modelo dina´mico del motor CC. De 5.4 y
5.5 se deduce que una relacio´n de reduccio´n N muy alta puede hacer despreciables los
efectos dina´micos de la carga.
5.2.2.1 Modelado de la friccio´n
Cuando, adema´s de la friccio´n viscosa existe una friccio´n seca en la transmisio´n,
tambie´n llamada friccio´n de Coulomb1, e´sta puede determinarse a partir de las pe´rdidas
energe´ticas que ocasiona. Para ello, deben tenerse en cuenta las pe´rdidas en la
transmisio´n, utilizando el coeficiente de eficiencia meca´nica del reductor (η). Por tanto,
ante friccio´n seca y viscosa las expresiones 5.4 y 5.5 de la inercia equivalente y el
coeficiente de friccio´n viscosa equivalente quedan de la forma:
Jeq = Jm +
1
N2η
J (5.6)
Beq = Bm +
1
N2η
B (5.7)
Esta solucio´n tiene la desventaja de no ser muy precisa, ya que no tiene en cuenta
el efecto de la friccio´n esta´tica en el momento de comenzar el movimiento, cuyo valor
1Una revisio´n de los diferentes tipos de friccio´n puede encontrarse en el capı´tulo 6.
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supera al de la friccio´n de Coulomb. Tampoco tiene en cuenta otros efectos dina´micos
de la friccio´n (ve´ase el capı´tulo 6). Cuando la friccio´n es significativa, especialmente
en los sistemas de elevada reduccio´n, es necesario establecer un modelo matema´tico
de las componentes de friccio´n, lo que requiere un primer proceso de identificacio´n
experimental. Debido a la complejidad de este proceso y a la relevancia de los resultados
obtenidos, se ha dedicado un capı´tulo completo a la identificacio´n y al modelado de la
friccio´n en las articulaciones de la pata de un robot caminante. En lo que resta de capı´tulo
se utilizara´ una funcio´n τF (θm, θ˙m) que representa el modelo completo de la friccio´n en
las articulaciones de un robot caminante, obtenido en el capı´tulo 6.
Por lo tanto, el modelo dina´mico de los actuadores, en te´rminos de par efectivo,
incluyendo la friccio´n, τF , y una posible perturbacio´n, τp, viene dado por:
τm − 1
N
τp − τF = Jeq θ¨m +Beq θ˙m (5.8)
donde Jeq y Beq vienen definidas por 5.6 y 5.6, respectivamente.
5.2.3 Modelo dina´mico completo
Una vez finalizado el modelado dina´mico de la estructura meca´nica y de los actuadores
de la pata de un robot caminante es posible completar el modelo dina´mico de la
pata. Para ello, basta analizar brevemente la expresio´n 5.1 del modelo dina´mico de
la estructura meca´nica. Esta expresio´n determina los pares en las articulaciones que
permiten el movimiento de la estructura. Teniendo en cuenta la presencia de sistemas de
transmisio´n entre las articulaciones de la estructura meca´nica y los actuadores, los pares
que deben ejercer los actuadores para mover la estructura meca´nica sera´n:
τa = N−1τe (5.9)
donde τe (n×1) es el vector cuyos elementos son los pares requeridos en la articulacio´n,
mientras que τa (n × 1) es el vector cuyos elementos son los pares requeridos en
el actuador. N es una matriz diagonal n × n de los factores de reduccio´n de cada
articulacio´n. De la misma manera, los valores de las posiciones, θm, velocidades, θ˙m, y
aceleraciones, θ¨m, en los actuadores vienen dados por:
θm = Nq ; θ˙m = Nq˙ ; θ¨m = Nq¨ (5.10)
donde q, q˙ y q¨ son vectores n × 1 cuyos elementos son las posiciones, velocidades y
aceleraciones de las articulaciones de la estructura meca´nica de la pata.
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Por otra parte, la matriz de inerciaD puede expresarse como la suma de dos matrices:
D(q) = D1 +D2(q) (5.11)
siendoD1 (n×n) la matriz diagonal formada por los te´rminos constantes de la diagonal
principal deD(q). Sustituyendo las expresiones 5.9, 5.10 y 5.11 en la ecuacio´n dina´mica
de la estructura meca´nica 5.1 se obtiene:
τa = N−1D1N−1θ¨m + τp (5.12)
donde
τp = N−1D2(θm)N−1θ¨m +N−1H(θm, θ˙m) +N−1C(θm) +N−1JTF (5.13)
Es decir, el modelo dina´mico de la estructura meca´nica de la pata se puede considerar
como una inercia constante de valor J = N−1D1N−1 y un par perturbador τp dado por
la parte variable de la expresio´n dina´mica 5.1.
El par en cada actuador debe vencer la propia inercia y friccio´n viscosa, adema´s de
proporcionar los pares τa requeridos por la estructura meca´nica, o lo que es lo mismo:
τm = Jmθ¨m +Bmθ˙m + τa (5.14)
donde τm (n × n) es el vector de pares en los actuadores, Jm (n × n) es la matriz
diagonal cuyo elemento Jmii es la inercia del rotor del actuador i y Bm (n × n) es la
matriz diagonal cuyo elemento Bmii es el coeficiente de friccio´n viscosa del actuador i.
Sustituyendo 5.12 en 5.14 se puede escribir:
τm = Jeqθ¨m +Beqθ˙m + τp + τF (5.15)
donde
Jeq = Jm +N−1D1N−1 (5.16)
Beq = Bm + Fv (5.17)
Fv (n×n) es la matriz diagonal cuyo elemento Fvii es el valor de la friccio´n viscosa
de la transmisio´n de la articulacio´n i y τF (n × 1) es un vector que contiene el modelo
dina´mico de la friccio´n en cada actuador, exceptuando la componente de friccio´n viscosa
Fvii . Por u´ltimo, el par perturbador τp (n× 1) viene dado por la expresio´n 5.13.
Finalmente las expresiones 5.13, 5.15, 5.16 y 5.17 constituyen el modelo dina´mico
completo de la pata de un robot caminante (o de un manipulador). Debe tenerse en
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cuenta que los te´rminos τp y τF , son no-lineales. Adema´s, los te´rminos de τp presentan
acoplamientos entre diferentes articulaciones. So´lo en caso de que este te´rmino pueda
despreciarse (lo que ocurrirı´a en casos de reducciones muy elevadas) el modelo dina´mico
5.15 estara´ desacoplado, facilitando mucho su manipulacio´n. Sin embargo, en estos
casos de muy alta reduccio´n los te´rminos τF aumentara´n su relevancia. Sera´ necesario,
por lo tanto, estudiar las contribuciones de estos te´rminos al par efectivo para poder
analizar y simplificar el modelo.
5.3 Ana´lisis del modelo dina´mico
Una vez obtenido el modelo dina´mico completo del manipulador o pata, es posible el
ana´lisis y la interpretacio´n de sus te´rminos. Para ello, se propone un me´todo de ana´lisis
que consta de los siguientes pasos:
1. Ca´lculo de cada te´rmino del modelo dina´mico de forma independiente durante la
ejecucio´n de diferentes trayectorias de la pata o manipulador. Dichas trayectorias
debera´n ser tales que se cubra con ellas todo el volumen de trabajo.
2. Cuantificacio´n de la contribucio´n de cada te´rmino al par total, determinando la
importancia relativa de cada te´rmino durante las diferentes trayectorias.
3. Aquellos te´rminos cuya contribucio´n al par total sea inferior a un 5% (valor tı´pico
en la bibliografı´a) en todas las trayectorias pueden despreciarse.
4. Una vez seleccionados los te´rminos significativos, se procede al ana´lisis de su
variacio´n en funcio´n de las diferentes trayectorias de la siguiente manera:
• Variacio´n de las contribuciones de par en funcio´n de la posicio´n del extremo.
• Variacio´n de las contribuciones de par en funcio´n de la velocidad lineal de la
trayectoria.
• Variacio´n de las contribuciones de par en funcio´n de la aceleracio´n lineal de
la trayectoria.
El resultado de e´ste ana´lisis es la relacio´n que existe entre las contribuciones ma´s
significativas a la dina´mica del sistema y los para´metros de la trayectoria. Esto puede
utilizarse en el control dina´mico de la pata o bien como informacio´n heurı´stica para el
me´todo de ajuste de la aceleracio´n del pie, que se presenta en el capı´tulo 7 de esta Tesis.
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5.4 Aplicacio´n al robot SILO4
5.4.1 Modelo dina´mico de la pata
El modelo dina´mico de la estructura meca´nica de una pata del robot SILO4 se
ha obtenido mediante la formulacio´n de Lagrange-Euler a partir de los para´metros
dina´micos del robot que aparecen en el ape´ndice A (ve´ase la seccio´n 5.2.1). El ca´lculo
simbo´lico se han realizado mediante la herramienta MapleV (MapleV 1996). Las
matrices D, H y C resultantes se han simplificado posteriormente, despreciando te´rminos
de orden inferior a 10−10 frente a los te´rminos de orden superior que aparecen en la tabla
5.1. Estas matrices son:
5.4.1.1 Matriz de inercias
La matriz de inercias, de dimensiones 3 × 3 que contiene los efectos inerciales del
movimiento de las articulaciones viene dada por:
D =
 D11 D12 D13D21 D22 D23
D31 D32 D33
 (5.18)
cuyos elementos son:
D11 = aC2 + bS2 + cC3 + dC23 + c cos(q3 + 2q2)
+e sin(2q2) + f cos(2q2) + g cos(2q3 + 2q2) + h
D12 = 0
D13 = 0 (5.19)
D22 = kC3 + l
D23 = cC3 +m
D33 = m
donde Si = sen(qi), Ci = cos(qi), Sij = sen(qi + qj) y Cij = cos(qi + qj). La matriz
de inercias constantes D1, cuyos elementos son los te´rminos constantes de la diagonal
principal de D, resulta ser la siguiente:
D1 =
 h 0 00 l 0
0 0 m
 (5.20)
Los valores de las constantes a a m aparecen en la tabla 5.1.
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5.4.1.2 Vector de efectos centrı´fugos y de Coriolis
El vector de efectos centrı´fugos y de Coriolis tiene la forma:
H = (h1 h2 h3)T (5.21)
Los elementos de este vector, despue´s de simplificaciones nume´ricas resultan ser:
h1 = h112q˙1q˙2 + h113q˙1q˙3
h2 = h211q˙21 + h223q˙2q˙3 + h233q˙
2
3
h3 = h311q˙21 + h322q˙
2
2
(5.22)
donde
h112 = −aS2 + n sen(2q2)− g cos(2q2)
−dS23 − k sen(2q2 + q3) + p sen(2q2 + 2q3)
h113 = −cS3 − dS23 − c sen(2q2 + q3) + psen(2q2 + 2q3)
h211 = qS2 + f sen(2q2) + r cos(2q2)
+sS23 + c sen(2q2 + q3) + g sen(2q2 + 2q3) (5.23)
h223 = −kS3
h233 = −cS3
h311 = tS3 + sS23 + t sen(2q2 + q3) + g sen(2q2 + 2q3)
h322 = cS3
Los valores de las constantes a a t aparecen en la tabla 5.1.
5.4.1.3 Vector de gravedad
El vector de te´rminos gravitatorios de la pata del robot SILO4 es de la forma:
C = (g1 g2 g3)T (5.24)
donde, tras simplificaciones nume´ricas:
g1 = 0
g2 = uC2 + vS2 + wC23
g3 = wC23 + xS23
(5.25)
Los valores de las constantes u a x aparecen en la tabla 5.1.
Para completar el modelo de la pata es necesario introducir la dina´mica de la
estructura meca´nica dentro del modelo de los actuadores. Los actuadores de la pata del
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robot SILO4 son tres motores CC de baja inercia conectados a los eslabones a trave´s de
engranajes reductores, situados dentro de los eslabones (ve´ase el ape´ndice A). Mientras
que la reduccio´n de la primera articulacio´n es un tren planetario, las articulaciones 2 y 3
esta´n unidos a la carga a trave´s de un planetario y un engranaje de tipo espiroidal (tornillo
sin fin con giro de ejes a 90 grados), conectados entre sı´ mediante un acoplamiento
ela´stico. Denominamos Npi al coeficiente de reduccio´n del planetario de la articulacio´n
i; Nsi, al coeficiente de reduccio´n del engranaje espiroidal de la articulacio´n i; y Jei
y Bei, a la inercia y al coeficiente de friccio´n viscosa del acoplamiento ela´stico de la
articulacio´n i, respectivamente. Los valores de estos para´metros dina´micos, obtenidos
del cata´logo te´cnico correspondiente, se reflejan en la tabla 5.2. Utilizando la ecuacio´n
dina´mica 5.15 del modelo dina´mico completo de la pata, se tiene que:
τm1 − τp1 − τF1 = (Jm1 +N−2p1 h)θ¨m1 + (Bm1 + Fv1)θ˙m1 (5.26)
τm2 − τp2 − τF2 =
(Jm2 +N−2p2 Je2 +N
−2
p2 N
−2
s2 l)θ¨m2 + (Bm2 +N
−2
p2 Be2 + Fv2)θ˙m2 (5.27)
τm3 − τp3 − τF3 =
(Jm3 +N−2p3 Je3 +N
−2
p3 N
−2
s3 m)θ¨m3 + (Bm3 +N
−2
p3 Be3 + Fv3)θ˙m3 (5.28)
El valor de los pares perturbadores τp1, τp2 y τp3 en funcio´n de las posiciones,
velocidades y aceleraciones de las articulaciones se obtiene de la ecuacio´n 5.13:
τp = N−1D2(θm)N−1θ¨m +N−1H(θm, θ˙m) +N−1C(θm) +N−1JTF (5.29)
Tabla 5.1: Valores constantes, en unidades del S.I., del modelo dina´mico de la pata del SILO4.
a 0.0376 h 0.0532 r 0.00527
b -0.00173 k 0.0462 s 0.00581
c 0.0231 l 0.0856 t 0.0115
d 0.0116 m 0.0213 u 3.077
e -0.00528 n -0.0635 v -0.142
f 0.0317 p -0.0210 w 0.951
g 0.0105 q 0.0188 x 0.0152
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Tabla 5.2: Para´metros dina´micos de las articulaciones de la pata del robot SILO4.
siendo
τp = (τp1 τp2 τp3)T (5.30)
N =
 Np1 0 00 Np2Ns2 0
0 0 Np3Ns3
 (5.31)
D2 =
 D11 − h 0 00 kC3 cC3 +m
0 cC3 +m 0
 (5.32)
θ¨m = (θ¨m1 θ¨m2 θ¨m3)T (5.33)
F = (fx fy fz)T (5.34)
Las matrices H y C vienen dadas por las expresiones 5.21 y 5.24 y los para´metros
cinema´ticos a1, a2 y a3 y el jacobano J se pueden encontrar en el ape´ndice A. El u´ltimo
sumando del segundo te´rmino de la ecuacio´n 5.29 u´nicamente aparece en caso de existir
134 Ana´lisis dina´mico de la pata de un robot caminante
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
−4
−2
0
2
4
6
8
10
Pa
r (
Nm
)
Tiempo (s)
modelo
par real
Figura 5.3: Comparacio´n entre el modelo dina´mico y el par medido en la primera articulacio´n de la pata
durante una trayectoria recta en el pie.
contacto en el extremo. Por lo tanto, en trayectorias de transferencia no se tendra´ en
cuenta.
El par de friccio´n en cada articulacio´n viene dado por la expresio´n 6.16 del
capı´tulo 6, de forma que para la articulacio´n i:
τFi = [τC + (τE − τC)e−|θ˙mi |/θ˙S
+ A1sen(ω1θmi + φ1) +A2e
−β|θ˙mi |sen(ω2θmi + φ2)]sgn(θ˙mi) (5.35)
No´tese que se ha extraı´do el te´rmino de friccio´n viscosa Bi, de forma que Fvi = Bi.
Los valores de las constantes aparecen reflejados en la tabla 6.1 del capı´tulo 6.
5.4.2 Validacio´n del modelo
El modelo dina´mico completo que se ha obtenido en la seccio´n anterior se ha validado
experimentalmente. Para ello se ha obtenido el par proporcionado por cada actuador
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Figura 5.4: Comparacio´n entre el modelo dina´mico y el par medido en la segunda articulacio´n de la pata
durante una trayectoria recta en el pie.
durante determinadas trayectorias del pie que requieren el movimiento simulta´neo de
todas las articulaciones. Este par se ha obtenido a partir de la medida de la intensidad
del rotor, segu´n la siguiente expresio´n:
τm = KMIav (5.36)
donde KM es la constante de par del motor e Iav es la intensidad media que circula
en el rotor. La intensidad instanta´nea se obtiene a partir de un sensor de corriente, y
de esta sen˜al analo´gica se calcula el valor medio. Este valor medio se muestrea con
una frecuencia de 256 Hz. Para evitar problemas de aliasing, el valor analo´gico de la
intensidad media se filtra mediante un filtro Bessel de 4o orden a la frecuencia de 1KHz.
El valor muestreado de la intensidad media se introduce en la expresio´n 5.36 para obtener
el valor del par.
Las figuras 5.3, 5.4 y 5.5 comparan el par medido y el par calculado a partir del
modelo dina´mico en las articulaciones 1, 2 y 3 respectivamente, cuando generan una
trayectoria recta en el pie. La trayectoria es paralela al eje x de la pata, de 200 mm de
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Figura 5.5: Comparacio´n entre el modelo dina´mico y el par medido en la tercera articulacio´n de la pata
durante una trayectoria recta en el pie.
longitud y su velocidad media es de 120mm/s. La tabla 5.3 muestra el error medio del
modelo dina´mico y la desviacio´n tı´pica del error para cada una de las articulaciones. El
error medio viene dado por la expresio´n:
e¯ =
1
n
n∑
i=1
ei (5.37)
y la desviacio´n tı´pica es:
s(e) =
(
1
n− 1
n∑
i=1
(ei − e¯)2
) 1
2
(5.38)
donde ei es el error entre el dato i y el modelo correspondiente y n es el nu´mero de datos
en cada muestra.
El error medio del modelo corresponde a un 10.1%, 2.8% y 12.0% del par real en
cada articulacio´n, respectivamente. Estos errores se producen principalmente durante
el cambio de signo de la velocidad, donde se produce una discontinuidad en el par
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Tabla 5.3: Error del modelo dina´mico y desviacio´n tı´pica del modelo en las tres articulaciones de la pata
durante una trayectoria recta en el pie.
de friccio´n, muy difı´cil de modelar. A pesar de ello, los resultados obtenidos en
la validacio´n son satisfactorios para el ana´lisis dina´mico que se lleva a cabo en este
capı´tulo.
5.4.3 Ana´lisis del modelo dina´mico
Una vez obtenidas las ecuaciones que gobiernan la dina´mica de la pata del robot SILO4
es posible analizar el modelo dina´mico. En primer lugar se va a analizar la contribucio´n
al par total de cada te´rmino del modelo dina´mico de la estructura meca´nica de la pata y,
posteriormente, se analizara´n las contribuciones de la dina´mica de los actuadores.
5.4.3.1 Ana´lisis del modelo dina´mico de la estructura meca´nica
Para analizar la contribucio´n de la dina´mica de la estructura meca´nica al par total
de la articulacio´n durante la fase de transferencia de una pata se han calculado las
contribuciones de cada uno de los te´rminos de la expresio´n dina´mica durante trayectorias
reales de la pata. La figura 5.6 muestra las contribuciones al par total de los cuatro
te´rminos de par que conforman el modelo de la estructura meca´nica a lo largo de una
trayectoria recta en el pie. Estos te´rminos son:
τD1 = D1(q)q¨
τD2 = D2(q)q¨
τH = H(q, q˙) (5.39)
τC = C(q)
donde el par debido a la estructura meca´nica es:
τe = τD1 + τD2 + τH + τC (5.40)
siendo los te´rminos que forman parte del par perturbador:
τp = τD2 + τH + τC (5.41)
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Figura 5.6: Contribuciones de par de los te´rminos del modelo dina´mico de la estructura meca´nica de la pata
del robot SILO4.
puesto que el te´rmino τD1 forma parte de la inercia equivalente del actuador. La
evolucio´n temporal de este te´rmino durante la consecucio´n de una trayectoria se muestra
en la figura 5.6(a), donde cada lı´nea representa el par que soporta una articulacio´n de
la pata debido a la inercia constante de su eslabo´n correspondiente. Del mismo modo,
la figura 5.6(b) representa la evolucio´n temporal de la contribucio´n al par total de los
te´rminos no constantes y no diagonales de la matriz de inercias para cada articulacio´n de
la pata. La figura 5.6(c) muestra la contribucio´n de los efectos de Coriolis y centrı´fugos
y la figura 5.6(d) muestra la contribucio´n de los te´rminos gravitatorios. Aunque
parece apreciarse la pequen˜a aportacio´n de los te´rminos de Coriolis y centrı´fugos, la
figura 5.7 permite comparar las contribuciones de los te´rminos que conforman el par
perturbador τp (ve´ase la ecuacio´n 5.41) y refleja de manera clara la pequen˜a contribucio´n
de los te´rminos τH al par perturbador. Ası´ mismo, se refleja la importancia relativa
de los te´rminos gravitatorios en las articulaciones 2 y 3. La figura 5.8 compara las
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Figura 5.7: Comparacio´n nume´rica de contribuciones de par de los te´rminos del modelo dina´mico de la
estructura meca´nica de la pata del robot SILO4.
contribuciones del par perturbador de la ecuacio´n 5.41 y del par perturbador simplificado
despue´s de eliminar la componente τH, es decir:
τ sp = τD2 + τC (5.42)
La figura tambie´n indica el ma´ximo error que se comete al despreciar dicho te´rmino,
siendo del 4.2 por ciento del par perturbador τp en el peor de los casos.
5.4.3.2 Ana´lisis del modelo dina´mico de los actuadores
Como ya se ha comentado anteriormente, la presencia de altas reducciones en las
articulaciones son fuente de holguras, elasticidades y fricciones. Los efectos de las
holguras y elasticidades son significativos cuando la cadena cinema´tica que forma la pata
se cierra mediante el contacto con el entorno, es decir, cuando el pie esta´ apoyado. Sin
embargo, durante la transferencia de la pata el extremo de la cadena cinema´tica queda
libre. Por tanto, los efectos causados por elasticidades y holguras en las articulaciones
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Figura 5.10: Contribuciones al par de los actuadores y efecto del par perturbador de la pata del robot SILO4.
no son significativos. Por otro lado, la estructura meca´nica se considera rı´gida2. De
este modo, los u´nicos efectos perturbadores a tener en cuenta son los pares debidos a la
dina´mica de la estructura meca´nica de la pata τ sp y la friccio´n en las transmisiones τF.
Las contribuciones de la inercia equivalente de cada actuador con su carga (incluida la
contribucio´n de la matriz D1 de la estructura meca´nica) y del par de friccio´n durante la
ejecucio´n de una trayectoria se reflejan respectivamente en las figuras 5.9(a) y (b). El
par de friccio´n se ha obtenido a trave´s del modelo dina´mico de friccio´n 5.35 obtenido en
el capı´tulo 6. De la comparacio´n de ambas figuras se deduce que el par de friccio´n en las
articulaciones 2 y 3 duplica al par debido a la propia inercia del actuador. En cambio, en
el caso de la primera articulacio´n, la inercia del motor es dominante, aunque la friccio´n
en la articulacio´n es muy significativa.
La figura 5.10 muestra el efecto que tiene el par perturbador de la estructura
meca´nica en la inercia y friccio´n equivalentes del actuador. La figura muestra que la
2Siempre y cuando el ancho de banda del sistema en lazo cerrado sea menor que la mitad de la primera
frecuencia natural del robot es posible asegurar que la estructura no sera´ excitada por la actividad del robot.
En estas condiciones, la estructura meca´nica se considera rı´gida. De lo contrario, habra´ que considerar la
dina´mica de sistemas flexibles (Amarı´s 1995).
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perturbacio´n dada por los pares perturbadores de la estructura meca´nica τp durante la
trayectoria de la pata en el ejemplo puede considerarse constante para los actuadores de
la segunda y tercera articulacio´n de la pata. Sin embargo, para el caso de la primera
articulacio´n la perturbacio´n no es constante, y se debe a la inercia variable (primer
elemento diagonal de la matriz D2. Este te´rmino tiene poca importancia relativa, como
muestra la figura 5.11(a) que representa el error respecto al par inercial del motor que se
comete al despreciar este te´rmino.
Por otro lado, el efecto dominante de las perturbaciones de las articulaciones 2 y 3 es
la accio´n de la gravedad, y es mayor cuanto ma´s estirada este´ la pata, puesto que depende
de la combinacio´n de los a´ngulos q2 y q3, como puede observarse en la expresio´n 5.25.
Denominaremos elongacio´n horizontal de la pata, Rh, a la proyeccio´n horizontal de
la distancia desde la base de la pata hasta su extremo, siendo para el caso de la pata del
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robot SILO4:
Rh = a3 cos(q2 + q3) + a2 cos(q2) (5.43)
Del estudio de varias trayectorias de transferencia diferentes se deduce que el valor
de las perturbaciones τ sp2 y τ sp3 crece de forma casi lineal con la elongacio´n horizontal
de la pata, como muestran las figuras 5.11(b) y (c).
Concluyendo, el valor de la perturbacio´n τ sp1 de la primera articulacio´n de la pata es
despreciable mientras que las perturbaciones τ sp2 y τ sp3 son variables en funcio´n de las
coordenadas articulares de la pata, es decir:
τ sp1 = 0 (5.44)
τ sp2 = m2Rh(q2, q3) + b2 (5.45)
τ sp3 = m3Rh(q2, q3) + b3 (5.46)
donde se ha linealizado la relacio´n de las figuras 5.11(b) y (c) entre τ sp2 y τ sp3 con Rh.
5.5 Resumen y conclusiones
En este capı´tulo se ha presentado un me´todo de ana´lisis del modelo dina´mico de un robot
manipulador o una pata robo´tica. El ana´lisis dina´mico de estos sistemas es necesario para
su incorporacio´n al control en tiempo real, puesto que permite su simplificacio´n. Por otro
lado, el ana´lisis dina´mico del sistema permite relacionar heurı´sticamente la dina´mica del
sistema con los para´metros de las trayectorias. Esta informacio´n puede introducirse en
controladores heurı´sticos o en supervisores como el que se presenta en el capı´tulo 7 para
optimizar la velocidad de transferencia de una pata robo´tica.
En este capı´tulo se ha presentado tambie´n el ana´lisis dina´mico de la pata del
robot SILO4, observa´ndose que los efectos dina´micos dominantes son inerciales en
trayectorias paralelas al plano x-y, y gravitatorios en trayectorias con componente
vertical. Los efectos centrı´fugos y de Coriolis son despreciables, contribuyendo menos
de un 5% al par total. Por otro lado, la friccio´n en las transmisiones domina la dina´mica
de los actuadores correspondientes a las articulaciones 2 y 3, y es significativa en la
primera articulacio´n de la pata.
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Capı´tulo 6
Identificacio´n y modelado de la
friccio´n: Aplicacio´n al robot SILO4
6.1 Introduccio´n
La friccio´n es la fuerza tangencial de reaccio´n al movimiento relativo entre dos
superficies en contacto. Se trata de un feno´meno no lineal que esta´ siempre presente
en los sistemas meca´nicos y suele ser responsable de determinadas imprecisiones a la
hora de controlar estos sistemas.
El feno´meno de la friccio´n ha sido objeto de estudio desde el siglo XVI y, sin
embargo, no se han modelado au´n todos los efectos producidos por la friccio´n. El
modelo cla´sico de friccio´n (la fuerza de friccio´n es proporcional a la carga y se opone
al movimiento) ya era conocido por Leonardo Da Vinci, a trave´s de los experimentos en
el plano inclinado, sin embargo, permanecio´ oculto en sus cuadernos durante siglos (Da
Vinci 1519). Amotons (1699) redescubre el modelo de Da Vinci, y establece la paradoja
que lleva su nombre (la friccio´n es proporcional a la fuerza normal, y no depende del
a´rea aparente de contacto). Posteriormente, Coulomb (1785) desarrolla el modelo de
la friccio´n como una fuerza constante oponie´ndose al movimiento; y ma´s tarde Morin
(1833) introduce la idea de la friccio´n esta´tica. Finalmente, Reynolds (1866) completa
el modelo de friccio´n ma´s utilizado en ingenierı´a con la formulacio´n de la friccio´n
viscosa. Se completa ası´ el modelo de friccio´n esta´tica + Coulomb + viscosa. Ma´s
recientemente, se ha continuado trabajando en el modelo de la friccio´n (Dahl 1968;
Karnopp 1985; Haessig and Friedland 1991; Bliman 1992; Bliman and Sorine 1993;
Harnoy and Friedland 1993; Armstrong et al. 1994; Canudas de Wit et al. 1995) y
algunos de estos modelos han sido utilizados para modelar y compensar la friccio´n en
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Figura 6.1: Respuesta dina´mica de un sistema en presencia y en ausencia de friccio´n respectivamente.
las articulaciones de robots manipuladores (Armstrong 1988; Canudas de Wit 1991;
Armstrong et al. 1994).
La friccio´n en las articulaciones de los robots manipuladores es una conocida fuente
de errores e imperfecciones durante la generacio´n de trayectorias (Armstrong 1988;
Canudas de Wit 1991; Armstrong et al. 1994). Las imprecisiones ma´s importantes
que se producen debidas a los efectos de la friccio´n durante la generacio´n de trayectorias
son (ve´ase figura 6.1):
• Errores en re´gimen permanente, causados por la friccio´n esta´tica o seca,
• Ciclos lı´mite en el control PID,
• Retardos en el seguimiento de la trayectoria, debidos a la friccio´n viscosa que
aumenta la amortiguacio´n del sistema.
Es por ello que en los modelos dina´micos de estos robots se incluye normalmente
un modelo de friccio´n. Sin embargo, los modelos dina´micos de ma´quinas caminantes
no suelen incluir este efecto (Kimura et al. 1989; Lin and Song 1993; Quinn and Lin
1993; Villard et al. 1993; Shih et al. 1987). Hasta la fecha, en los pocos trabajos en los
que se ha introducido la friccio´n en el modelo dina´mico, se han utilizado modelos muy
simplificados, como el modelo de Coulomb (friccio´n constante) (Pfeiffer et al. 1996;
Garcia et al. 2000) o un modelo de friccio´n viscosa (Bennani and Giri 1996).
Las fuentes de la friccio´n ma´s estudiadas en robots manipuladores se localizan
en el motor y en los cojinetes de bolas, mientras que la friccio´n en los engranajes
reductores se ha considerado menos relevante. Sin embargo, es conocido que la friccio´n
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Figura 6.2: Lı´nea de accio´n y lı´nea fuera de accio´n en un engranaje recto.
en las transmisiones adquiere mayor relevancia a medida que la relacio´n de transmisio´n
aumenta. Este es el caso de las articulaciones de robots caminantes. El requerimiento
de grandes pares, utilizando actuadores ligeros, obliga a utilizar grandes reducciones,
con el consiguiente aumento de la friccio´n en los engranajes. La friccio´n entre los
dientes de los engranajes (Meshing Friction) se produce cuando e´stos engranan para
transmitir potencia meca´nica. Pero mientras esta potencia se transmite a lo largo de la
lı´nea de accio´n, la friccio´n entre dientes se produce en la direccio´n ortogonal a e´sta,
la llamada lı´nea fuera de accio´n (ve´ase figura 6.2). El motivo de esta friccio´n es un
pequen˜o deslizamiento entre los dientes durante la rodadura. Por lo tanto, la friccio´n
entre dientes es una fuente de pe´rdidas energe´ticas y, por tanto, empeora el rendimiento.
La friccio´n entre dientes de los engranajes produce oscilaciones en el par de friccio´n
cuya frecuencia corresponde a la relacio´n de reduccio´n del engranaje. Por este motivo,
hasta la fecha, se ha considerado como una friccio´n u´nicamente dependiente de la
posicio´n (Armstrong 1988; Phillips and Ballow 1993; Doring et al. 1993; Popovic and
Goldenberg 1998; Tahboub and Asada 2000). El estudio teo´rico y experimental que se ha
realizado en este trabajo demuestra que la friccio´n entre dientes depende claramente de
la velocidad del eje y, por lo tanto, no debe ser modelada como una friccio´n dependiente
so´lo de la posicio´n, sino tambie´n de la velocidad. En este trabajo se demuestra que
esta friccio´n alcanza su valor ma´ximo a bajas velocidades, disminuyendo su amplitud
exponencialmente al aumentar e´sta. Por el contrario, la friccio´n en el rotor y en los
cojinetes de bolas aumenta con la velocidad (Anderson and Lowenthal 1982; Shing 94).
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Figura 6.3: Esquema del contacto microsco´pico entre dos superficies meta´licas y modelo de resortes
ela´sticos en paralelo.
Es por este motivo que la friccio´n entre dientes de los engranajes puede ser muy superior
a la friccio´n tı´picamente tenida en cuenta hasta ahora cuando el mecanismo trabaja a baja
velocidad.
El comportamiento de la friccio´n al aumentar la velocidad de deslizamiento es, por
tanto, diferente para cada fuente de friccio´n, y depende de la geometrı´a del contacto,
propiedades del lubricante, tipos de materiales, etc (Armstrong et al. 1994). En este
trabajo se ha pretendido encontrar un modelo preciso de la friccio´n en la pata de un
robot caminante, al mismo tiempo que se ha identificado y modelado por primera vez la
variacio´n con la velocidad de la friccio´n entre dientes de los engranajes.
Para aclarar la dependencia existente entre un modelo de friccio´n y la fuente
que produce la misma, en la seccio´n 6.2 de este capı´tulo se describen los diferentes
tipos de friccio´n coexistentes en robots caminantes, ası´ como el modelo matema´tico
correspondiente a cada uno. La seccio´n 6.3 detalla el me´todo de identificacio´n
experimental de dichas componentes de friccio´n, y el proceso de identificacio´n de la
componente de friccio´n entre dientes de los engranajes. En la seccio´n 6.4 se propone un
modelo matema´tico para esta nueva componente de friccio´n y la seccio´n 6.5 describe el
proceso de identificacio´n de los para´metros de los modelos de todas las componentes
identificadas, incluida la friccio´n entre dientes de los engranajes. Finalmente, en la
seccio´n 6.6 se valida el modelo de friccio´n completo.
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Figura 6.4: Curva de Stribeck generalizada: Friccio´n en funcio´n de la velocidad para velocidades bajas.
6.2 Modelos de friccio´n
Actualmente, el feno´meno de la friccio´n se conoce con precisio´n. El contacto seco
entre dos superficies meta´licas se traduce en el contacto microsco´pico de infinidad de
asperezas que, con el aumento de la intensidad de la fuerza, se deforman ela´sticamente
y, posteriormente, se rompen. Este efecto se ha modelado como microsco´picos resortes
ela´sticos en paralelo, que se destruyen cuando la fuerza alcanza el valor de ruptura. La
figura 6.3 ilustra este feno´meno.
Los diferentes modelos de friccio´n establecen la relacio´n existente entre el par o la
fuerza de friccio´n y la velocidad de deslizamiento. No obstante, existe gran diferencia
en la complejidad y precisio´n de los diferentes modelos.
Cuando las superficies en contacto esta´n lubricadas, la tribologı´a1 establece cuatro
etapas en el comportamiento dina´mico de la friccio´n, cuando la velocidad relativa de
deslizamiento varı´a desde cero hasta la velocidad de re´gimen (Armstrong et al. 1994).
Dichas etapas se reflejan en la curva de Stribeck (1902), que representa la evolucio´n de
la fuerza de friccio´n entre dos superficies lubricadas, al aumentar su velocidad relativa
de deslizamiento (ve´ase la figura 6.4). Estas etapas son las siguientes:
• Primera etapa: Friccio´n esta´tica. Al aumentar la fuerza aplicada, los contactos
1Te´cnica que estudia el rozamiento entre los cuerpos so´lidos, con el fin de producir mejor deslizamiento
y menor desgaste de ellos.
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microsco´picos entre las superficies en contacto sufren una deformacio´n ela´stica
inicial y posteriormente se deforman pla´sticamente (ve´ase la figura 6.3). Mientras
la fuerza aplicada no exceda la friccio´n esta´tica no se producira´ deslizamiento, y
por tanto durante esta etapa la velocidad de deslizamiento es nula. Sin embargo,
aunque no existe deslizamiento relativo, sı´ existe un desplazamiento ela´stico,
proporcional a la fuerza aplicada. Es lo que se denomina desplazamiento previo
al deslizamiento.
• Segunda etapa: Lubricacio´n fronteriza. Cuando la fuerza aplicada excede el par
de friccio´n esta´tica, los contactos se rompen y se produce el deslizamiento (ve´ase
la figura 6.3). Durante el deslizamiento a muy bajas velocidades la pelı´cula de
lubricante no llega a ser apropiada y se produce friccio´n directamente entre las
superficies so´lidas. Por esta razo´n, la friccio´n durante esta etapa suele ser mayor
que la friccio´n en algunas etapas lubricadas.
• Tercera etapa: Lubricacio´n parcialmente fluida. Cuando la velocidad de
deslizamiento aumenta, la pelı´cula de lubricante es suficientemente buena, aunque
en ciertos puntos puede existir au´n contacto directo entre las superficies. A medida
que la velocidad aumenta, estos contactos disminuyen, disminuyendo tambie´n la
friccio´n. Esta etapa de la friccio´n es la ma´s difı´cil de modelar.
• Cuarta etapa: Lubricacio´n totalmente fluida. Cuando la velocidad permite la
total formacio´n de la pelı´cula de lubricante nos encontramos finalmente en la
etapa de friccio´n viscosa, donde la friccio´n sera´ proporcional a la velocidad de
deslizamiento.
Esta evolucio´n de la friccio´n con la velocidad se reproduce durante el movimiento
de determinados elementos que forman parte de los sistemas meca´nicos, y por tanto
afectan a las patas robo´ticas y a los robots manipuladores. En estos casos, los elementos
meca´nicos sometidos a fuerzas o pares de friccio´n son cojinetes de bolas, localizados en
el eje del motor, y los engranajes reductores. La figura 6.5 muestra esquema´ticamente
la distribucio´n de estos elementos en una articulacio´n de una determinada pata robo´tica.
A continuacio´n se enumeran las diferentes componentes de friccio´n conocidas hasta la
fecha en robots manipuladores. Al mismo tiempo, se presentan los modelos matema´ticos
correspondientes.
1. Friccio´n esta´tica y friccio´n de Coulomb: El par de friccio´n esta´tica es aquel que
se opone al movimiento del sistema cuando la velocidad es cero. No se producira´
movimiento sin antes vencer dicho par. Por lo tanto, el par de friccio´n esta´tica
6.2 Modelos de friccio´n 151
 

	

	

ﬀ
ﬁﬃﬂ "!#$%'&(*),+-
(#.0/1+2&ﬂ 
3ﬃ4526879;:<9=
>
9@?A4BDC0= EGFIHJK
L
FIKNMPOQK
RGSAT"UWV*S;VYX<Z
[;\
S^]
\
S
_0`<a'bcaedNf*g8hbf
ikj1l2mIn;o;p<o0q
r
otsjuDv0q
Figura 6.5: Seccio´n de la articulacio´n de una pata robo´tica.
Figura 6.6: Modelo de friccio´n esta´tica y friccio´n de Coulomb.
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depende del par aplicado, y no de la velocidad. La friccio´n de Coulomb, por el
contrario es el par constante que se opone al movimiento a velocidades distintas
de cero (ve´ase figura 6.6). Depende, por tanto, de la velocidad. El modelo
matema´tico que representa la friccio´n Esta´tica y de Coulomb es el siguiente:
τf =

τ si θ˙ = 0 y |τ | < τE
τE sgn(τ) si θ˙ = 0 y |τ | ≥ τE
τC sgn(θ˙) si θ˙ 6= 0
(6.1)
donde τ es el par aplicado, τE y τC representan el par de friccio´n esta´tica y de
Coulomb, respectivamente, θ˙ es la velocidad angular del eje del motor y sgn(θ˙)
es la funcio´n signo.
2. Friccio´n viscosa: Durante la etapa de lubricacio´n totalmente fluida, la accio´n del
lubricante entre dos superficies en movimiento relativo genera un par de friccio´n
proporcional a la velocidad relativa. ´Este es el par de friccio´n viscosa. En el
caso particular de que la friccio´n en las etapas de lubricacio´n parcialmente fluida
y lubricacio´n fronteriza fuera poco importante se podrı´a utilizar un modelo de
friccio´n esta´tica + Coulomb + viscosa como el representado en la figura 6.7.
Matema´ticamente se representa por la siguiente expresio´n:
τf =

τ si θ˙ = 0 y |τ | < τE
τE sgn(τ) si θ˙ = 0 y |τ | ≥ τE
τC sgn(θ˙) +Bθ˙ si θ˙ 6= 0
(6.2)
donde τ es el par aplicado, τE y τC representan el par de friccio´n esta´tica y de
Coulomb respectivamente, y B es el coeficiente de viscosidad.
3. Asimetrı´as: Las pequen˜as imperfecciones en el eje del motor o el hecho de
que el sistema se desplace, habitualmente, ma´s frecuentemente en un sentido
que en el otro, orienta´ndose las asperezas en un solo sentido, pueden producir
comportamientos asime´tricos en el par de friccio´n (ve´ase figura 6.8). El modelo
que refleja este problema en la friccio´n esta´tica + Coulomb + viscosa (Canudas et
al. 1987) viene dado por la expresio´n:
τf (θ˙) =

τ si θ˙ = 0 y |τ | < τEi
τEi sgn(τ) si θ˙ = 0 y |τ | ≥ τEi
τCi sgn(θ˙) +Biθ˙ si θ˙ 6= 0
(6.3)
donde el subı´ndice i representa diferentes sentidos de giro.
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Figura 6.7: Modelo de friccio´n esta´tica + Coulomb + viscosa.
Figura 6.8: Modelo de friccio´n esta´tica + Coulomb + viscosa con asimetrı´as en la dina´mica del motor.
4. Efecto de Stribeck: Durante la etapa de lubricacio´n parcialmente fluida
el par de friccio´n decrece exponencialmente con la velocidad, alcanzando
aproximadamente el 60% del par de friccio´n esta´tica (ve´ase la figura 6.9). Esta
magnitud depende del lubricante y de la meca´nica del contacto. Seguidamente
a este efecto, el par de friccio´n aumentara´ proporcionalmente a la velocidad,
entrando en la etapa de lubricacio´n totalmente fluida o friccio´n viscosa.
Este problema de inversio´n en la relacio´n par-velocidad ocurre a muy bajas
velocidades, y su efecto en sistemas controlados es conocido como stick-slip, pues
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Figura 6.9: Modelo de friccio´n esta´tica + Coulomb + viscosa con asimetrı´as y el efecto de Stribeck.
el sistema se frena y acelera cı´clicamente. Este es el efecto de la friccio´n ma´s
difı´cil de modelar y compensar. Fue modelado por primera vez por Tustin (1947)
como una funcio´n exponencial, decayendo desde el valor de friccio´n esta´tica
hasta el valor de Coulomb. Posteriormente, este modelo de friccio´n se comprobo´
y valido´ experimentalmente (Armstrong 1988). Canudas de Wit et al. (1991)
reescriben el modelo de Tustin de la siguiente forma:
τf (θ˙) = (τC + (τE − τC)e−|θ˙|/ ˙θS )sgn(θ˙) (6.4)
donde τE representa el par de friccio´n esta´tica, τC es el par de Coulomb y θ˙S es
un para´metro conocido como la velocidad de Stribeck.
5. Friccio´n dependiente de la posicio´n: En los robots manipuladores se produce un
par de friccio´n que oscila en funcio´n de la posicio´n del eje (Armstrong 1988;
Canudas de Wit and Ge 1997; Canudas de Wit and Praly 1998) y que tiene varias
causas. La primera son las pequen˜as excentricidades en el eje del motor y del
reductor. Una segunda causa es la deformacio´n ela´stica que sufren los cojinetes de
bolas en la direccio´n perpendicular al eje de giro. Estas pequen˜as deformaciones
generan oscilaciones de periodo igual al valor de la reduccio´n en el eje. Otra causa
es la friccio´n entre dientes de los engranajes. Algunos experimentos realizados
en robots manipuladores demuestran que este efecto es relativamente de´bil, no
llegando a modificar ma´s de un 5% del valor ma´ximo de friccio´n (Armstrong
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1988). Por este motivo podrı´a despreciarse en este tipo de aplicaciones. El modelo
sugerido por Canudas de Wit et al. para este efecto es el siguiente:
τf (θ) = A1sen(ω1θ + φ1) (6.5)
donde A1, ω1 y φ1 representan la amplitud, frecuencia y fase de las oscilaciones
causadas por la excentricidad respectivamente.
6.3 Identificacio´n de la friccio´n
Hasta ahora se conocen bien las componentes de friccio´n que esta´n presentes en las
articulaciones de los robots manipuladores. Debido a la similitud que existe entre los
robots manipuladores y las patas robo´ticas parece lo´gico suponer que en ambos existira´n
los mismos tipos de friccio´n. Sin embargo, hasta la fecha, muy pocos modelos dina´micos
de patas robo´ticas tienen en cuenta la friccio´n en las articulaciones. Hay que tener
en cuenta que las patas robo´ticas requieren grandes reducciones en sus articulaciones
para transmitir grandes pares al extremo o pie. La presencia de engranajes de alta
relacio´n de reduccio´n puede modificar el nu´mero de componentes de friccio´n que han
sido identificadas en los robots manipuladores. En esta seccio´n se han identificado de
forma experimental, en una articulacio´n de una pata del robot SILO4, las componentes
de friccio´n que se conocen hasta ahora en los robots manipuladores y, adema´s, se ha
identificado una componente de friccio´n caracterı´stica de los sistemas de transmisio´n:
la friccio´n entre dientes de los engranajes. La forma de su variacio´n con la velocidad
de rotacio´n no ha sido identificada hasta la fecha (por considerarse constante) y por este
motivo se considera una aportacio´n original de esta Tesis Doctoral.
6.3.1 Descripcio´n del equipo experimental
La identificacio´n de las componentes de la friccio´n que afectan al comportamiento
dina´mico de una pata de tres grados de libertad se ha llevado a cabo de forma
experimental. Para ello, se ha obtenido el par motor en una articulacio´n a trave´s de
la medida de intensidad en el rotor segu´n la siguiente expresio´n:
τm = KMIav (6.6)
donde KM es la constante de par del motor e Iav es la intensidad media que circula
en el rotor. Para obtener el par de friccio´n a partir del par motor en la articulacio´n se
separaron las articulaciones de sus eslabones, de forma que la medida del par no se
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viera influenciada por efectos inerciales. De esta forma, la intensidad en el motor se ha
medido mientras se comandaba un movimiento de velocidad constante en la articulacio´n.
Sin embargo, ligeras oscilaciones identificadas en el par impiden la obtencio´n de un
movimiento a velocidad constante. Por otro lado, la friccio´n esta´tica que aparece a
velocidad cero y el efecto de Stribeck son causantes de que el sistema se vea ligeramente
acelerado y decelerado en el paso por esta velocidad (efecto conocido como stick-slip).
Por ambos motivos, aunque se comande una rotacio´n del motor a velocidad constante,
aparecen aceleraciones en el sistema, por lo que el par motor debe vencer cierta inercia,
adema´s de la friccio´n. Por lo tanto, el par de friccio´n vendra´ dado por la expresio´n:
τf = τm − Jeq θ¨ (6.7)
donde τf es el par de friccio´n, Jeq es la inercia equivalente del rotor y los elementos de
transmisio´n, y θ es la posicio´n de la articulacio´n.
Para la identificacio´n experimental de las componentes de friccio´n se han tomado 10
muestras del par de friccio´n para cada velocidad, y se ha obtenido su valor medio. Sobre
el valor medio de los datos experimentales se ha realizado el proceso de identificacio´n.
Previamente a la realizacio´n de los experimentos, la articulacio´n fue sometida a un
proceso de calentamiento. Es sabido que la friccio´n sufre variaciones con la temperatura,
lo que se conoce como efecto dwell (Armstrong-Helouvry 1991), y para evitar que este
feno´meno se refleje en los experimentos, la articulacio´n se mantuvo en movimiento a
ma´xima velocidad durante tres minutos, en ambos sentidos de rotacio´n.
La figura 6.10 muestra el equipo experimental utilizado en la medida del par de
friccio´n, y la figura 6.11 muestra el conexionado ele´ctrico. Los diferentes elementos de
medida utilizados son:
1. Prototipo de la pata del SILO4: Para medir la friccio´n en las articulaciones del
robot se ha utilizado un prototipo de la pata del robot SILO4 (ve´ase figura 6.12).
Las caracterı´sticas de los elementos meca´nicos y ele´ctricos de que se componen
las articulaciones de la pata se detallan en el ape´ndice A.
2. Medidor de potencia: Para medir la intensidad en el motor se ha empleado un
medidor digital de potencia (ve´ase la figura 6.10)que proporciona el valor medio
de la intensidad que circula por el rotor. Este valor medio se muestrea mediante
una tarjeta de adquisicio´n de datos a una frecuencia de 256 Hz. Para evitar
problemas de aliasing, el valor analo´gico de la intensidad media se filtra mediante
un filtro Bessel de 4o orden a la frecuencia de 1KHz.
3. Osciloscopio: Para visualizar la intensidad instanta´nea en el motor se coloca un
osciloscopio en paralelo con el medidor de potencia (ve´ase figuras 6.10 y 6.11).
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Figura 6.10: Equipo experimental.
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Figura 6.11: Esquema ele´ctrico de conexio´n del equipo experimental.
6.3.2 Determinacio´n de las componentes de la friccio´n
El objetivo de esta seccio´n es la identificacio´n experimental de las componentes de
friccio´n que afectan a la dina´mica de la pata del robot. Dentro de la compleja
estructura meca´nica que es la pata del robot existen diversas fuentes de friccio´n.
Engranajes, cojinetes de bolas e imperfecciones en el acabado producen diferentes
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Figura 6.12: Prototipo de pata del robot SILO4.
efectos de friccio´n. Los experimentos se han realizado extrayendo la carga del eslabo´n
y manteniendo el sistema actuador-transmisor completo. A continuacio´n se detallan las
componentes de friccio´n encontradas, entre las cuales aparece una nueva componente
de friccio´n: la friccio´n entre dientes de los engranajes, hasta ahora considerada como
una friccio´n dependiente de la posicio´n en la literatura de manipuladores (Armstrong-
Helouvry 1991; Phillips and Ballow 1993; Popovic and Goldenberg 1998) y que aquı´ se
demuestra que es una componente diferente de e´sta, por ser dependiente de la velocidad.
6.3.2.1 Primer paso: Friccio´n equivalente
El primer experimento consistio´ en observar la friccio´n total del sistema al moverse la
articulacio´n con velocidad constante. Se eligio´ para ello la tercera articulacio´n de la pata
por tener una estructura meca´nica compleja, ya que consta de dos etapas de reduccio´n
diferentes. Se observo´ una forma ondulatoria del par de friccio´n, y por lo tanto se realizo´
un ana´lisis espectral para entender mejor el feno´meno. La figura 6.13 muestra el par
de friccio´n y su ana´lisis espectral para tres velocidades diferentes de rotacio´n. Una
primera observacio´n sobre esta figura es que el par medio de friccio´n aumenta con la
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Figura 6.13: Par de friccio´n en la articulacio´n de la pata del SILO4 en funcio´n del tiempo y ana´lisis espectral
cuando la articulacio´n gira a las velocidades de (a) 1000 rpm; (b) 2000 rpm; (c) 4500 rpm.
velocidad. Tambie´n se observa, del ana´lisis espectral, que la frecuencia de oscilacio´n del
par varı´a tambie´n con la velocidad, existiendo dos componentes espectrales, f1 y f2. La
amplitud de la primera componente (f1) permanece pra´cticamente constante, mientras
que la amplitud de la segunda (f2) decrece de forma evidente al aumentar la velocidad
de rotacio´n. Este comportamiento diferente de la friccio´n a dos frecuencias distintas en
funcio´n de la velocidad de rotacio´n nos sugiere la existencia de dos fuentes diferentes
de friccio´n. En el ana´lisis espectral de la figura 6.13 aparecen, adema´s, armo´nicos pares
de la segunda componente espectral. Estos armo´nicos se deben a la forma de onda del
par, que presenta una amplitud variable durante una revolucio´n completa. Esta amplitud
variable es debida a que la articulacio´n trabaja normalmente en un a´rea determinada por
las restricciones meca´nicas de la pata, y por tanto este a´rea de trabajo esta´ ma´s pulido y
presenta un valor menor de friccio´n. Este a´rea de trabajo corresponde a 120 grados de
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Figura 6.14: Curva par-velocidad en la articulacio´n de la pata del SILO4.
una revolucio´n completa. En los experimentos subsiguientes se estudiara´ u´nicamente la
friccio´n dentro de este a´rea de trabajo de la articulacio´n.
6.3.2.2 Segundo paso: Identificacio´n del efecto de Stribeck, friccio´n de Coulomb
y friccio´n viscosa
El efecto de Stribeck se puede observar representando el valor medio del par de friccio´n
frente a la velocidad de rotacio´n a bajas velocidades. La figura 6.14 muestra esta curva,
en la que la inversio´n de la relacio´n par-velocidad se observa a velocidades inferiores a
50 rpm.
La friccio´n viscosa aparece en elementos lubricados, como engranajes y cojinetes
de bolas, cuando se alcanza el re´gimen de lubricacio´n totalmente fluida. La observacio´n
experimental de esta friccio´n se realiza representando el valor medio del par de friccio´n
frente a la velocidad. La figura 6.14 muestra co´mo, inmediatamente despue´s del efecto
de Stribeck, la friccio´n aumenta de forma proporcional a la velocidad.
La friccio´n de Coulomb es la ordenada en el origen de la recta de friccio´n viscosa
(ve´ase la figura 6.14).
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Figura 6.15: Par de friccio´n en la articulacio´n de la pata del SILO4 en funcio´n de la posicio´n angular en el
eje de salida y ana´lisis espectral en posicio´n, cuando la articulacio´n gira a las velocidades de (a) 1000 rpm;
(b) 2000 rpm; (c) 4500 rpm.
6.3.2.3 Tercer paso: Identificacio´n de la friccio´n esta´tica
La friccio´n esta´tica se obtiene, por lo general, midiendo el par de friccio´n mientras el
voltaje se aumenta progresivamente hasta que la articulacio´n comienza a moverse. Ası´,
el valor ma´s alto del par de friccio´n, en estas condiciones, es la friccio´n esta´tica. Sin
embargo, en los experimentos que se han realizado sobre la pata del SILO4, la naturaleza
ondulatoria del par de friccio´n ha impedido realizar ası´ esta medida. En su lugar, se
han utilizado los datos experimentales del par de friccio´n a bajas velocidades (curva de
Stribeck) para obtener, mediante la te´cnica de mı´nimos cuadrados, el valor de la friccio´n
esta´tica (ve´ase la figura 6.14). El procedimiento de identificacio´n de este para´metro se
detalla en la seccio´n 6.5.2.
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Figura 6.16: Componente espectral del par de friccio´n a la frecuencia F3, cuando la articulacio´n gira a las
velocidades de (a) 1000 rpm; (b) 2000 rpm; (c) 4500 rpm.
6.3.2.4 Cuarto paso: Friccio´n dependiente de la posicio´n
El efecto ma´s llamativo del par de friccio´n observado ha sido la forma ondulatoria que
presentaba el par. Una vez desmembrado el par total y despejadas las componentes
cla´sicas de la friccio´n, quedaba por analizar la componente ondulatoria. Canudas de
Wit et al. (1991), Canudas de Wit y Ge (1997), y Canudas de Wit y Praly (1998) ya
demostraron que las pequen˜as excentricidades en el eje y el reductor eran causantes de
oscilaciones en el par, de periodo igual al coeficiente de reduccio´n. Posteriormente,
Hochmann y Houser (2000) aseguraron que la elasticidad de las bolas de los cojinetes
que soportan el eje son otra fuente de oscilaciones. Sin embargo, los experimentos
realizados en robots manipuladores muestran que este tipo de friccio´n ondulatoria,
dependiente de la posicio´n, es poco relevante, pues no modifica en ma´s de un cinco
por ciento el valor del par ma´ximo de friccio´n(Armstrong 1988).
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Figura 6.17: Espectro del par de friccio´n en funcio´n de la posicio´n angular en el eje de salida en todo el
rango de velocidades del motor.
Para verificar que las oscilaciones del par de friccio´n, observadas en el prototipo
de pata del robot SILO4, eran producidas por la friccio´n dependiente de la posicio´n, se
represento´ el par de friccio´n en funcio´n de la posicio´n angular de la articulacio´n( ve´ase la
figura 6.15). El ana´lisis espectral confirma la existencia de dos componentes espectrales,
cuya frecuencia es independientes de la velocidad de rotacio´n, y precisamente
correspondientes al valor de la reduccio´n en el eje, como Canudas de Wit (1991)
determino´ en el caso de friccio´n dependiente de la posicio´n. La componente de menor
frecuencia, F1 = 0.159 ciclos/rad, corresponde a una revolucio´n del eje de salida
(ω′1 = 2piF1 = 1)2, lo que indica que la posible excentricidad se produce una vez por
cada vuelta del eje de salida. La segunda componente espectral, F2 = 3.26 ciclos/rad,
corresponde a la reduccio´n del engranaje sin fin, (ω′2 = 2piF2 = 20.5), y por tanto, la
excentricidad se presentarı´a en el eje situado entre el engranaje sin fin y el planetario
(ve´ase la figura 6.5). Existe una tercera componente espectral, F3 = 45.6 ciclos/rad,
correspondiente a la reduccio´n total del planetario y el engranaje sin fin, (ω′3 = 2piF3 =
287), sin embargo no se ha representado en los diagramas espectrales de la figura 6.15
para favorecer la claridad de la figura. En su lugar se ha representado en la figura 6.16.
Aunque todo parece indicar que la oscilacio´n del par de friccio´n se debe a
2Denominamos ω
′
a la velocidad angular del eje de salida para diferenciarla de la velocidad angular del
eje del motor, ω
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excentricidades y defectos en los centros del eje y del engranaje, existen dos grandes
diferencias con lo predicho por Armstrong (1991) y Canudas de Wit (1991). La primera
diferencia puede observarse en las figuras 6.15 y 6.16, y es la apreciable disminucio´n de
la amplitud de las oscilaciones a las frecuencias F2 y F3 al aumentar la velocidad de giro.
La friccio´n dependiente de la posicio´n es independiente de la velocidad por definicio´n,
luego cabrı´a la existencia de una segunda fuente de friccio´n. La figura 6.17 es un gra´fico
tridimensional que representa el ana´lisis espectral del par de friccio´n para todo el rango
de velocidades del motor de la articulacio´n. La frecuencia F1 no aparece en este gra´fico
por haber utilizado u´nicamente el a´rea de trabajo de la articulacio´n, y la frecuencia F3
no se incluye para favorecer la claridad de los resultados. En este gra´fico se observa
claramente la disminucio´n de la amplitud de las oscilaciones a la segunda frecuencia, al
aumentar la velocidad de rotacio´n.
La segunda diferencia que existe entre esta friccio´n y la dependiente de la posicio´n
puede deducirse de la figura 6.18, donde se observa que la oscilacio´n a F2 supera el 25
por ciento del par de friccio´n medio a baja velocidad, lo que lo convierte en un efecto
relevante. Recordemos que, segu´n Armstrong (1988), la oscilacio´n debida a la friccio´n
dependiente de la posicio´n no supera el 5 por ciento del par medio.
Sin embargo, las oscilaciones a la frecuencia F1 sı´ se asemejan a la friccio´n
dependiente de la posicio´n, puesto que, como puede apreciarse en la figura 6.15, tanto la
frecuencia como la amplitud de las oscilaciones son independientes de la velocidad. Una
ligera excentricidad en el eje de salida causa un aumento de la friccio´n perio´dicamente,
y exactamente una vez por cada revolucio´n del eje.
En lo que respecta a la componente de friccio´n que genera oscilaciones en el par a
la frecuencia F2, y F3, cuya amplitud varı´a con la velocidad de rotacio´n, no existe hasta
la fecha constancia de ninguna componente de estas caracterı´sticas en las articulaciones
de robots manipuladores.
Estudios recientes en dina´mica de engranajes (Hochmann and Houser 2000)
demuestran que el error de transmisio´n en engranajes rectos y helicoidales es mayor en
la direccio´n perpendicular a la lı´nea de accio´n del par de engrane (ve´ase figura 6.2). Sin
embargo, en un par de engranes la potencia meca´nica se transmite a lo largo de la lı´nea
de accio´n. La pequen˜a elasticidad de las bolas de los cojinetes que soportan el eje puede
ser responsable, durante esta transferencia de par, de pequen˜os desplazamientos del eje
en la direccio´n de la lı´nea de accio´n. No obstante, en su ana´lisis, Hochmann y Houser
(2000) encuentran desplazamientos del eje en la direccio´n perpendicular a la lı´nea de
accio´n, la llamada lı´nea fuera de accio´n. Estos desplazamientos resultaban mucho ma´s
importantes que los anteriores, especialmente bajo carga y se producı´an a la frecuencia
de engrane. Ası´ mismo, variaban con la velocidad. Hochmann y Houser consideraron
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Figura 6.18: Comportamiento asime´trico del par de friccio´n al rotar la articulacio´n en ambos sentidos
de giro. (a) Porcentaje de oscilacio´n del par debido a la friccio´n entre dientes del engranaje sin fin, (b)
Porcentaje de oscilacio´n del par debido a la friccio´n entre dientes del engranaje planetario, (c) Par medio de
friccio´n.
dos posibles causas de este efecto. La primera es la posibilidad de que la elasticidad
de las bolas de los cojinetes fuera mayor en la direccio´n de la lı´nea fuera de accio´n,
por no considerarse de importancia su refuerzo en dicha direccio´n, en la que no existe
transmisio´n de par. No queda claro, en este caso, la variacio´n inversa de la amplitud
de los desplazamientos con la velocidad. Una segunda posible causa serı´a la fuerza de
friccio´n que se producirı´a entre los dientes de los engranajes al contactar, cuya recta de
aplicacio´n coincide con la lı´nea fuera de accio´n (ve´ase figura 6.2).
Teniendo en cuenta que uno de los engranajes del prototipo de la pata que utilizamos
es un engranaje de tipo sin fin (ve´ase ape´ndice A), no se puede aplicar directamente lo
encontrado por Hochmann y Houser (2000) para engranajes de tipo recto y helicoidal.
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Por lo tanto se ha realizado un estudio dina´mico del engranaje sin fin, utilizado en este
caso particular. La figura 6.19(a) muestra el ana´lisis de las fuerzas que actu´an en el
punto de contacto de los dientes del engranaje, y en la figura 6.19(b) aparecen dichas
fuerzas trasladadas a las posiciones de los cojinetes de bolas. Mientras que la potencia
se transmite a trave´s de la fuerza tangencial Ft, la friccio´n que se produce entre los
dientes al engranar, Q es ortogonal a Ft en la posicio´n de los cojinetes A, B, C y D. Este
estudio dina´mico extiende los resultados de Hochmann y Houser (2000) a engranajes sin
fin.
Todo parece indicar que las oscilaciones de frecuencias F2 y F3 son debidas a la
friccio´n entre dientes de los engranajes, pero falta por justificar la disminucio´n de la
amplitud al aumentar la velocidad. Dicha justificacio´n se encuentra en la tribologı´a.
El coeficiente de friccio´n entre los dientes de los engranajes depende mucho de las
propiedades del lubricante. Los lubricantes basados en aceites vegetales proporcionan
los coeficientes de friccio´n ma´s bajos, mientras que los basados en los mejores aceites
minerales aumentan el coeficiente de friccio´n en un 25 por ciento. El coeficiente de
friccio´n disminuye al aumentar la velocidad relativa de deslizamiento entre los dientes
del engranaje (Henriot 1975). Esta caracterı´stica se representa por la curva de variacio´n
del coeficiente de friccio´n con la velocidad de deslizamiento relativa en engranajes, con
un lubricante a base de aceite vegetal y otro a base de aceite mineral. La figura 6.20
muestra esta curva. El valor de la velocidad de deslizamiento relativo se relaciona con
la velocidad de rotacio´n del pin˜o´n por la expresio´n siguiente (Henriot 1975):
vl =
r1
sen(β1)
ωp1 (6.8)
donde vl es la velocidad de deslizamiento relativa, ωp1 es la velocidad de rotacio´n del
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Figura 6.19: Estudio dina´mico del contacto en el engrane sin fin. (a) fuerzas en el punto de contacto, (b)
fuerzas en los cojinetes.
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Figura 6.20: Evolucio´n del coeficiente de friccio´n en funcio´n de la velocidad de deslizamiento en engranajes
tornillo sin fin con lubricacio´n basada en aceite mineral o vegetal.
pin˜o´n, r1 es el radio primitivo del pin˜o´n, y β1 es el a´ngulo de inclinacio´n primitivo del
pin˜o´n con respecto a su eje. Teniendo en cuenta que tanto r1 como β1 son constantes, la
figura 6.20 representa tambie´n la relacio´n entre el coeficiente de friccio´n y la velocidad
de giro del pin˜o´n. Notese la gran similitud entre esta figura y la figura 6.18(b).
Podemos, por tanto, asegurar que las oscilaciones del par de friccio´n a la frecuencia
F1 son debidas a una excentricidad del eje de salida de la articulacio´n, o lo que es
lo mismo, a una friccio´n dependiente de la posicio´n. Aseguramos tambie´n, que las
oscilaciones del par a las frecuencias F2 y F3 son debidas a la friccio´n entre dientes de
los engranajes.
Por lo tanto, pueden coexistir dos componentes ondulatorias en la friccio´n que se
presenta en las articulaciones de ma´quinas caminantes y robots manipuladores, y no
una sola, como hasta el momento se conocı´a. Una de estas componentes es debida
a excentricidades en el eje y es, por tanto, independiente de la velocidad. Recibe el
nombre de friccio´n dependiente de la posicio´n (Canudas de Wit et al. 1991). La
nueva componente ondulatoria es la friccio´n entre dientes de los engranajes. Aunque
existen referencias a esta friccio´n en la literatura de robots manipuladores (Armstrong-
Helouvry 1991; Phillips and Ballow 1993; Popovic and Goldenberg 1998) siempre
ha sido considerada como una friccio´n dependiente de la posicio´n. Algunos trabajos
recientes en modelado dina´mico de engranajes rectos y helicoidales comienzan a sugerir
la variacio´n de esta friccio´n con la velocidad, de tal forma que la friccio´n entre dientes
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se presuponı´a mayor a baja velocidad, debido a la friccio´n esta´tica, que a alta velocidad,
donde predomina la friccio´n viscosa (Shing 1994; Hochmann and Houser 2000). En este
trabajo se ha encontrado que la friccio´n entre dientes de los engranajes es especialmente
dominante a bajas velocidades, donde la amplitud de oscilacio´n de la friccio´n puede
superar el 25 por ciento del par medio de friccio´n. Dicha amplitud dependera´ del tipo de
lubricante, de los materiales en contacto y de la elasticidad de las bolas de los cojinetes
y de los dientes de los engranajes. Adema´s, el tipo de engranaje influye mucho en
la friccio´n entre dientes de los engranajes. La friccio´n entre dientes de los engranajes
sera´ menor para engranajes de tipo recto y helicoidal, y mayor para engranajes de tipo
tornillo sin fin, puesto que su principio de funcionamiento es el rozamiento. En la
pro´xima seccio´n se propone un modelo matema´tico para la friccio´n entre dientes de
los engranajes.
6.3.2.5 Quinto paso: Asimetrı´as
Cuando un sistema meca´nico se mueve tı´picamente en una determinada direccio´n, las
asperezas microsco´picas tienden a orientarse segu´n dicha direccio´n. Si el sistema cambia
su direccio´n tı´pica de movimiento, las asperezas provocan un aumento de la friccio´n en
esta otra direccio´n. La figura 6.18 compara el par de friccio´n cuando la articulacio´n gira
en un sentido o en el contrario. En las figuras 6.18(a) y (b) se puede observar la existencia
de asimetrı´as en la friccio´n entre dientes de los engranajes. De la figura 6.18(c) se deduce
el comportamiento asime´trico existente en la friccio´n de Coulomb y en la viscosa.
6.4 Friccio´n entre dientes de los engranajes
El principio de funcionamiento de los engranajes rectos ideales es una rodadura pura
entre los dientes que engranan. Por lo tanto, durante este movimiento no existe
deslizamiento alguno, y el punto de contacto entre ambos dientes describe una lı´nea
recta, denominada lı´nea de paso o lı´nea de accio´n (ve´ase figura 6.2). La transmisio´n
del movimiento y de la potencia meca´nica se produce en esta direccio´n. Es por ello
que los cojinetes de bolas sufren las pequen˜as deformaciones ela´sticas que causan
las oscilaciones dependientes de la posicio´n. Cuando se trata de engranajes reales,
adema´s de la rodadura se produce deslizamiento relativo entre los dientes que engranan,
producie´ndose una fuerza de friccio´n en la direccio´n perpendicular a la lı´nea de accio´n
(Hochmann and Houser 2000). Esto, adema´s, produce deformaciones en las bolas de
los cojinetes en dicha direccio´n. Esta friccio´n es ma´xima a muy bajas velocidades,
puesto que la pelı´cula de lubricante no se ha formado au´n, siendo dominante la friccio´n
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esta´tica. En el trabajo experimental de esta Tesis se ha encontrado que la friccio´n entre
dientes disminuye exponencialmente desde la friccio´n esta´tica hasta alcanzar valores
pra´cticamente despreciables, como puede verse en las figuras 6.18(a) y (b). En el caso de
engranajes en tornillo sin fin, puesto que el principio de funcionamiento es friccio´n pura,
este efecto se ve ampliamente incrementado (Henriot 1975). Esto tambie´n se comprueba
en las figuras 6.18(a) y (b) teniendo en cuenta que la friccio´n en el engranaje sin fin se
mide desde el motor, a trave´s de la reduccio´n del planetario. Por lo tanto la friccio´n real
existente en el engranaje sin fin es la que se representa en la figura 6.18(a) multiplicada
por la reduccio´n del engranaje planetario.
El descenso exponencial de la friccio´n entre dientes se explica atendiendo a las
propiedades de los lubricantes empleados, como se muestra en la tı´pica curva de
variacio´n del coeficiente de friccio´n con la velocidad de deslizamiento en engranajes
rectos y sin fin de la figura 6.20. El coeficiente de friccio´n disminuye exponencialmente
con la velocidad de deslizamiento, y la velocidad de deslizamiento entre los dientes
aumenta con la velocidad angular del eje del pin˜o´n, segu´n la expresio´n 6.8. Por lo tanto
la friccio´n entre dientes decrece exponencialmente con la velocidad de rotacio´n del eje.
Los modelos de friccio´n hasta ahora publicados para robots manipuladores no
incluyen esta variacio´n exponencial de la friccio´n entre dientes de los engranajes, que a
bajas velocidades puede suponer oscilaciones del 25% sobre el ma´ximo valor del par de
friccio´n. Puesto que su efecto son oscilaciones cuyo periodo es la reduccio´n del eje y
su amplitud varı´a de forma exponencial con la velocidad, el modelo matema´tico que se
propone en esta Tesis Doctoral para este problema es el siguiente:
τf (θ˙) = A2e−β|θ˙|sen(ω2θ + φ2) (6.9)
donde A2 representa la amplitud a velocidad cero, ω2 y φ2 representan la frecuencia y
fase de las oscilaciones y β es la constante de amortiguamiento.
6.5 Identificacio´n de para´metros
En este apartado se identifican los para´metros de los modelos matema´ticos de las
componentes de friccio´n encontradas experimentalmente en la pata del robot SILO4.
Para ello se hace uso de la te´cnica de mı´nimos cuadrados, facilitada por la herramienta
MapleV (1996).
6.5.1 Modelo de friccio´n Coulomb-Viscosa con asimetrı´as
La expresio´n matema´tica del cla´sico modelo de friccio´n Esta´tica-Coulomb-Viscosa,
considerando adema´s un comportamiento asime´trico del par de friccio´n, viene dada por
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Figura 6.21: Modelo de friccio´n Esta´tica-Coulomb-Viscosa (lı´nea negra de puntos) y friccio´n
experimental(lı´nea azul continua).
la ecuacio´n 6.3. La identificacio´n de los para´metros τC y B del modelo se ha llevado
a cabo mediante la te´cnica de mı´nimos cuadrados, tomando los datos experimentales
del par a velocidades lo suficientemente altas como para evitar el efecto de Stribeck.
De esta forma se identifica la recta de friccio´n Coulomb-Viscosa, que viene dada por la
expresio´n:
τf = τC +Bθ˙ (6.10)
Los resultados de la identificacio´n se muestran en la tabla 6.1. La figura 6.21 muestra
el modelo y lo compara con los datos de friccio´n experimentales.
6.5.2 Modelo de la friccio´n esta´tica y del efecto de Stribeck
El efecto de Stribeck es una disminucio´n exponencial del par de friccio´n a partir del par
de friccio´n esta´tica. La expresio´n matema´tica que modela el efecto de Stribeck viene
dada por la ecuacio´n 6.4. La identificacio´n de la velocidad de Stribeck, θ˙S , y del par
de friccio´n esta´tica, τE , se ha llevado a cabo mediante la te´cnica de mı´nimos cuadrados,
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modificando la ecuacio´n 6.4 para obtener 6.11, suponiendo para el ca´lculo del para´metro
que se trabaja en el semiplano de velocidad positiva:
ln(τf − τC) = ln(τE − τC)− θ˙
θ˙S
(6.11)
Puesto que el para´metro τC ha sido previamente identificado, la ecuacio´n 6.11 resulta
ser una lı´nea recta, dada por:
y = C1 − C2θ˙ (6.12)
donde y = ln(τf − τC), C1 = ln(τE − τC) y C2 = 1/θ˙S .
Como resultado de la identificacio´n por mı´nimos cuadrados se obtiene la velocidad
de Stribeck, θ˙s, y el valor de friccio´n esta´tica, τE , para ambas direcciones de rotacio´n.
Ambos para´metros se muestran en la tabla 6.1.
6.5.3 Modelo de la friccio´n dependiente de la posicio´n
Las oscilaciones en el par de friccio´n, causadas por la excentricidad en el eje de salida,
han sido modeladas segu´n la ecuacio´n 6.5. La identificacio´n de los para´metros A1, ω1 y
φ es inmediata, ya que por definicio´n de la friccio´n dependiente de la posicio´n,
ω1 = 2piF1/N1 = 1/N1 (6.13)
donde N1 es la relacio´n de reduccio´n total entre el eje del motor y el eje de salida.
La amplitud, A1, viene dada por el ana´lisis frecuencial, y la fase de las oscilaciones,
φ, corresponde a la posicio´n de la excentricidad. Los tres para´metros aparecen en la
tabla 6.1.
6.5.4 Modelo de la friccio´n entre dientes de los engranajes
El modelo propuesto en este trabajo para la friccio´n entre dientes de los engranajes
viene dado por la ecuacio´n 6.9. Puesto que la tercera articulacio´n de la pata tiene dos
etapas reductoras (planetario y sin fin), se utiliza la ecuacio´n 6.9 para cada una de las
etapas. Denotaremos comoA2, β2, ω2 y φ2 a la amplitud, constante de amortiguamiento,
frecuencia y fase de las oscilaciones en el engranaje sin fin (a la frecuencia F2),
respectivamente. Del mismo modo, denotaremos como A3, β3, ω3 y φ3 a la amplitud,
constante de amortiguamiento, frecuencia y fase de las oscilaciones en el planetario (a la
frecuencia F3), respectivamente. La identificacio´n de ω2 y ω3 es inmediata, puesto que,
por definicio´n, ω2 = 20.5/N1, donde N1 es la reduccio´n total entre el eje del motor y el
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Figura 6.22: Modelo de las oscilaciones causadas por la friccio´n entre dientes de los engranajes cuando
el motor gira en ambas direcciones (lı´nea de puntos) y comparacio´n con los datos reales de friccio´n (lı´nea
continua). (a) Friccio´n en el engranaje sin fin. (b) Friccio´n en el planetario.
eje de salida, y ω3 = N1/N1 = 1. Las fases φ2 y φ3 se determinan experimentalmente.
La identificacio´n de los para´metros A2, A3, β2 y β3 se realiza mediante la te´cnica
de mı´nimos cuadrados, tomando los datos experimentales de la oscilacio´n del par de
friccio´n. De esta forma, la amplitud de las oscilaciones viene dada por la expresio´n:
A(τf ) = Aie−βi|θ˙| (6.14)
donde el subı´ndice i toma el valor 2 para el engranaje sin fin y el valor 3 para el
planetario.
Esta expresio´n puede escribirse en la forma equivalente:
y = C1 − C2θ˙ (6.15)
donde y = lnA(τf ), C1 = lnAi y C2 = βi.
Mediante la te´cnica de mı´nimos cuadrados se obtiene el valor estimado de C1 y
C2 y, finalmente, se obtienen los para´metros Ai = eC1 y βi = C2. Los valores
correspondientes a estos para´metros para ambas etapas reductoras se encuentran en la
tabla 6.1. La figuras 6.22(a) y (b) muestran la comparacio´n entre las oscilaciones del par
de friccio´n causadas por la friccio´n entre dientes de los engranajes sin fin y planetario
cuando la rotacio´n se produce en sentido positivo (lı´nea azul) y negativo (lı´nea roja) y el
modelo obtenido (en lı´neas de puntos).
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Tabla 6.1: Para´metros identificados en el modelo de friccio´n de la tercera articulacio´n de la pata del SILO4.
6.5.5 Friccio´n equivalente
La friccio´n equivalente, es decir, la friccio´n total vista desde el eje del motor, sera´ la suma
de todas las componentes individuales. Por tanto, la expresio´n matema´tica del modelo
de la friccio´n equivalente en la pata del robot SILO4 viene dado por la composicio´n de
las ecuaciones 6.3, 6.4, 6.5 y 6.9, y es la siguiente:
τf (θ˙) = [τCi + (τEi − τCi)e−|θ˙|/
˙θSi +Bi|θ˙|
+ A1isen(ω1θ + φ1) +
3∑
j=2
Ajie
−βji |θ˙|sen(ωjθ + φj)]sgn(θ˙) (6.16)
donde el subı´ndice i denota el sentido de giro del motor y el subı´ndice j denota la etapa
de reduccio´n.
Las tablas 6.1 a 6.3 recogen los para´metros de friccio´n identificados en las tres
articulaciones de la pata del SILO4.
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Tabla 6.2: Para´metros identificados en el modelo de friccio´n de la segunda articulacio´n de la pata del SILO4.
6.6 Validacio´n del modelo
El modelo de friccio´n equivalente de la ecuacio´n 6.16 se ha validado mediante
comparacio´n con los datos experimentales obtenidos de la pata del robot SILO4.
Debido a la forma ondulatoria del error del modelo, e´ste se ha expresado en funcio´n
del error medio y su desviacio´n tı´pica. El error medio viene dado por:
e¯ =
1
n
n∑
i=1
ei (6.17)
y la desviacio´n tı´pica es:
s(e) =
(
1
n− 1
n∑
i=1
(ei − e¯)2
) 1
2
(6.18)
donde ei es el error entre el dato i y el modelo correspondiente y n es el nu´mero de datos
en cada muestra.
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Tabla 6.3: Para´metros identificados en el modelo de friccio´n de la primera articulacio´n de la pata del SILO4.
Tabla 6.4: Media y desviacio´n tı´pica del error del modelo para tres velocidades diferentes de rotacio´n de la
tercera articulacio´n.
La figura 6.23 muestra la validacio´n del modelo de friccio´n de la tercera articulacio´n
para tres velocidades del motor. La figura 6.23(a) compara el modelo (lı´nea roja) con
los datos extraı´dos de la medida de friccio´n en la articulacio´n (lı´nea azul), cuando el
motor gira a la velocidad de 280 rpm. La figura 6.23(b) hace lo propio para rotaciones
de 560 rpm, y la figura 6.23(c) lo compara cuando el motor gira a 3000 rpm. En las
tres figuras aparecen las oscilaciones del par de friccio´n causadas por la friccio´n entre
dientes de los engranajes a dos frecuencias distintas. La menor frecuencia corresponde
a la friccio´n en el engranaje sin fin, mientras que la oscilacio´n de mayor frecuencia
corresponde al engranaje planetario. Sin embargo, las tres figuras se diferencian en la
amplitud de ambas oscilaciones, que disminuye a medida que aumenta la velocidad,
desde la figura 6.23(a) a la 6.23(c). En las tres figuras se aprecia mucha similitud entre
el modelo obtenido y el par de friccio´n medido experimentalmente. La fase, frecuencia
y amplitud de las oscilaciones del par de friccio´n se asemejan mucho a las del modelo, a
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Figura 6.23: Validacio´n del modelo de friccio´n equivalente a tres velocidades diferentes del motor en la
tercera articulacio´n. (a) 280 rpm, (b) 560 rpm, (c) 3000 rpm.
pesar de la forma ligeramente triangular de la onda real, lo que provoca un pequen˜o error
en el modelo. La tabla 6.4 contiene los valores del error medio y su desviacio´n tı´pica
para los tres casos de la figura, siendo el error medio del 1.4%, 0.6% y 0.3% del par de
friccio´n medio respectivamente. El comportamiento del error medio viene determinado
especialmente por el error en el modelo de friccio´n viscosa (ve´ase figura 6.21), mientras
que la variacio´n de la desviacio´n tı´pica con la velocidad depende del error del modelo de
la friccio´n entre dientes de los engranajes (ve´ase la figura 6.22). Habie´ndose realizado la
validacio´n del modelo con ma´s de 1000 datos por muestra, se puede asegurar la fiabilidad
de los resultados y tanto los valores obtenidos del error medio como de la desviacio´n
tı´pica son muy satisfactorios.
La validacio´n del modelo para las articulaciones 1 y 2 de la pata del robot SILO4
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ofrece resultados similares.
6.7 Resumen y conclusiones
El objetivo de este capı´tulo ha sido la determinacio´n de los efectos de friccio´n
existentes en robots manipuladores y patas robo´ticas. El modelado de estos efectos es
imprescindible a la hora de completar un riguroso modelo dina´mico del manipulador o de
la pata. En este trabajo se han seguido las lı´neas de investigacio´n de trabajos precedentes
en el a´rea del modelado matema´tico de la friccio´n en robots manipuladores (Armstrong
1988; Canudas de Wit 1991), verifica´ndose gran parte de sus conclusiones. Sin embargo,
se ha determinado la existencia de friccio´n entre dientes de los engranajes, cuya variacio´n
con la velocidad no se habı´a considerado anteriormente. Esta componente de friccio´n se
produce durante el engrane de un par de dientes en un tren de engranajes. Esta friccio´n
produce oscilaciones en el par de friccio´n cuya amplitud puede superar el 25 por ciento
del par medio de friccio´n, especialmente a bajas velocidades.
Aunque su naturaleza ondulatoria permite confundirla inicialmente con una friccio´n
causada por alguna excentricidad en el eje (Armstrong-Helouvry 1991; Phillips and
Ballow 1993; Popovic and Goldenberg 1998), conocida como friccio´n dependiente de
la posicio´n, la friccio´n entre dientes de los engranajes depende, por el contrario, de
la velocidad. Esta dependencia se basa en que la amplitud de las oscilaciones que
causa disminuye de forma exponencial al aumentar la velocidad, lo que es debido
principalmente a la accio´n del lubricante. La relevancia de esta nueva componente de
friccio´n sobre la dina´mica del manipulador o de la pata depende en gran medida del tipo
de engranaje, siendo especialmente importante en engranajes de tipo tornillo sin fin.
En este capı´tulo se ha propuesto un modelo matema´tico para la friccio´n entre dientes
de los engranajes, basado en la observacio´n de datos reales y en trabajos publicados
sobre tribologı´a y teorı´a de engranajes (Henriot 1975). El modelo propuesto ha sido
validado con resultados muy satisfactorios.
Las aportaciones principales de este capı´tulo son la consideracio´n de la friccio´n
entre dientes de los engranajes como una nueva componente de friccio´n, diferente de
la dependiente de la posicio´n, en las articulaciones de los robots caminantes y robots
manipuladores, ası´ como la propuesta de su modelo matema´tico.
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Capı´tulo 7
Me´todo de ajuste automa´tico de la
aceleracio´n del pie
7.1 Introduccio´n
En el capı´tulo 4 se ha introducido el problema de la generacio´n de trayectorias o´ptimas en
el extremo de un manipulador ante las restricciones de los actuadores y de la dina´mica
del sistema. Como se vio en dicho capı´tulo, no se conoce un algoritmo eficiente de
generacio´n on-line de trayectorias o´ptimas que contemple las citadas restricciones.
En este capı´tulo se propone un me´todo para la generacio´n on line de la trayectoria
de velocidad ma´xima en un sistema articulado. El me´todo se particulariza para la
pata de un robot caminante, pero los resultados son perfectamente aplicables a robots
manipuladores en general. El me´todo propuesto se basa en perfiles de velocidad de
trayectoria trapezoidales. No precisa un modelo dina´mico ideal del sistema, evitando
ası´ errores por simplificaciones del modelo. En cambio, el me´todo propuesto utiliza la
informacio´n de los efectos dina´micos presentes en el movimiento de la pata robo´tica,
por medio de reglas borrosas, que adema´s permiten manejar cierta incertidumbre.
Esta informacio´n se ha extraı´do de un exhaustivo ana´lisis dina´mico de la pata de
un robot, que se ha presentado en el capı´tulo 5. Puesto que las reglas se imponen
sobre el comportamiento del pie en su movimiento, la complejidad computacional
del me´todo es independiente del nu´mero de grados de libertad del sistema meca´nico.
El me´todo propuesto es computacionalmente eficiente y su aplicabilidad en tiempo
real para una pata de tres grados de libertad se justifica en las siguientes secciones.
Ası´, en la seccio´n 7.2 se presenta el me´todo propuesto en esta Tesis Doctoral para
optimizar la velocidad de la trayectoria. La seccio´n 7.3 plantea el disen˜o del me´todo
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Figura 7.1: Perfil de velocidad trapezoidal
borroso, introduciendo los conjuntos borrosos, las reglas y el proceso de inferencia.
Posteriormente, en la seccio´n 7.4 se prueba la aplicabilidad del nuevo me´todo propuesto,
y los resultados se discuten finalmente en la seccio´n 7.5.
7.2 Me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie
En esta seccio´n estudiaremos el problema de optimizacio´n de la velocidad lineal del
extremo del manipulador o pata. Para ello buscaremos el perfil de velocidad del extremo
que fuerce la saturacio´n de al menos un actuador, realiza´ndose la generacio´n de dicho
perfil al mismo tiempo que se ejecuta la trayectoria, y considera´ndose los efectos
dina´micos.
Para garantizar el requerimiento de generacio´n on-line, el me´todo propuesto utiliza
perfiles de velocidad trapezoidales y triangulares en el pie, cuya simplicidad matema´tica
garantiza los tiempos de co´mputo (Craig 1989). Partiendo de esta restriccio´n, el
me´todo adaptara´ los valores de aceleracio´n y deceleracio´n del perfil de velocidad a los
para´metros de la trayectoria y a la dina´mica del sistema.
7.2.1 Adaptacio´n a los para´metros de la trayectoria
La restriccio´n de utilizar perfiles de velocidad trapezoidales con aceleracio´n finita (ve´ase
la figura 7.1) impide utilizar un u´nico perfil de velocidad para todos los tipos de
trayectoria, si se quiere maximizar la velocidad de e´sta. La eleccio´n del perfil de
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velocidad debe ser tal que la aceleracio´n se adapte, en cada caso, a la trayectoria. El
valor ma´ximo de la aceleracio´n esta´ limitado por la saturacio´n de los actuadores y la
dina´mica del sistema. Por otro lado, la longitud de la trayectoria determina el valor
mı´nimo de aceleracio´n. El perfil de velocidad trapezoidal en una trayectoria corta se
convierte en triangular al reducir el valor de la aceleracio´n. Por tanto, la aceleracio´n de
este perfil triangular es el lı´mite inferior de la aceleracio´n para la longitud de trayectoria
seleccionada. Sera´ necesario variar el valor de aceleracio´n de una trayectoria a otra,
utiliza´ndose valores mayores de aceleracio´n en aquellas trayectorias de corto recorrido,
en las que un valor bajo o moderado de la aceleracio´n del perfil impedirı´a alcanzar
una velocidad o´ptima en el extremo. La figura 7.2 muestra dos perfiles de velocidad
triangulares para la misma longitud de trayectoria (a´rea encerrada por el perfil v(t)). El
perfil nu´mero 1 no puede alcanzar la velocidad media del perfil nu´mero 2, que tiene un
valor mayor de aceleracio´n.
Por otro lado, la maximizacio´n de la velocidad de trayectoria requiere la saturacio´n
de, al menos, un actuador. Sin embargo, otro inconveniente que presentan los perfiles de
velocidad trapezoidales es que no se puede mantener la saturacio´n de un actuador durante
toda la trayectoria, de forma que en algunos instantes del perfil se producira´n picos de
saturacio´n del actuador (ve´ase la figura 4.2(a)). Cuanto ma´s baja sea la aceleracio´n del
perfil, ma´s se acerca e´ste al perfil triangular, y por tanto, la saturacio´n de los actuadores
se produce para valores menores de la velocidad media alcanzada en el extremo.
En cambio, las trayectorias verticales requieren un lı´mite de aceleracio´n ma´s
restrictivo que las de componente horizontal, pues en ellas se produce la saturacio´n de
Figura 7.2: Perfiles de velocidad triangulares para la misma longitud de trayectoria.
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los actuadores de las articulaciones de eje paralelo al plano horizontal durante el periodo
de aceleracio´n o deceleracio´n. Para aumentar la velocidad media de la trayectoria debe
restringirse la aceleracio´n.
Por lo tanto, para optimizar la velocidad de los actuadores, el valor de la aceleracio´n
del perfil trapezoidal debe ajustarse en lo posible, hasta el lı´mite impuesto por la
saturacio´n de los actuadores, aumenta´ndose en trayectorias de mayor componente
horizontal y reducie´ndose en trayectorias de mayor componente vertical.
7.2.2 Adaptacio´n a la dina´mica del sistema
La dina´mica del sistema no afecta a todas las trayectorias por igual. En el capı´tulo 5
se demostro´ que los efectos dina´micos que predominan en el comportamiento de un
manipulador ligero o pata, de configuracio´n articular son pequen˜os efectos inerciales en
articulaciones con eje perpendicular al plano horizontal y grandes efectos gravitacionales
en las articulaciones con eje paralelo al plano horizontal. Esto afecta al movimiento
cartesiano del extremo en forma de perturbaciones debidas a inercias, cuando el
extremo realiza trayectorias con componente horizontal, y perturbaciones inerciales
y gravitacionales, mucho ma´s importantes que las primeras, cuando el extremo se
desplaza verticalmente o con una componente vertical significativa. Estas perturbaciones
dina´micas en el extremo conducen a errores en el seguimiento de las trayectorias si se
imponen perfiles de velocidad con altas aceleraciones. Es necesario, por tanto, restringir
la aceleracio´n en el perfil trapezoidal, imponiendo un lı´mite superior que dependera´ del
tipo de movimiento que realice el pie. Este lı´mite sera´ ma´s restrictivo en trayectorias
verticales que en trayectorias horizontales.
Por todo esto, el me´todo propuesto debe adaptar el valor de la aceleracio´n para cada
trayectoria, buscando la saturacio´n de los actuadores al mismo tiempo que se eviten los
efectos dina´micos, que varı´an de una trayectoria a otra.
Existe un cierto grado de incertidumbre en la valoracio´n exacta de la aceleracio´n
requerida por las perturbaciones dina´micas, puesto que existen fricciones y elasticidades
que modifican, en cierta medida, los valores de estas perturbaciones. La consideracio´n
del modelo dina´mico preciso del robot que contemple estas no-linealidades no es viable.
En cambio, la teorı´a de control borroso esta´ especialmente indicada para solucionar
problemas no-lineales en los que no se dispone de un modelo matema´tico (Zimmermann
1991). Por esta razo´n, se propone un me´todo basado en lo´gica borrosa, que contempla la
dina´mica del sistema en forma de reglas borrosas (expresiones cualitativas), en lugar
de expresiones matema´ticas cuantitativas, de forma que se puede manejar un cierto
margen de incertidumbre en la valoracio´n de estas perturbaciones. El me´todo propuesto
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incorpora, adema´s, reglas borrosas para la adaptacio´n a los para´metros de la trayectoria.
Dichas reglas, impuestas sobre la aceleracio´n del perfil de velocidad del extremo del
robot para optimizar la velocidad, se resumen en tres requerimientos, que son:
1. La aceleracio´n del perfil de velocidad debe aumentarse para trayectorias cortas.
2. La aceleracio´n del perfil de velocidad debe ser moderada para trayectorias largas,
evitando errores de seguimiento debidos a la dina´mica del sistema.
3. La aceleracio´n del perfil de velocidad debe reducirse ante movimientos del
extremo con alta componente vertical, debido a la saturacio´n de los actuadores.
Lo anteriormente citado se traduce en conjuntos y reglas borrosas, que, mediante
un proceso de inferencia, proporcionara´n el valor de la aceleracio´n adecuado para cada
trayectoria particular.
7.3 Disen˜o del me´todo
El me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n para la generacio´n de trayectorias on
line es, por tanto, un proceso de razonamiento basado en lo´gica borrosa, que determina
el valor de la aceleracio´n del perfil de velocidad que optimiza la velocidad de la misma
basa´ndose en para´metros de la trayectoria y en la dina´mica del sistema. El me´todo de
inferencia utilizado es de tipo Mamdani (Mamdani 1981), con tres variables lingu¨ı´sticas
de entrada, y una de salida. Las variables de entrada son: la velocidad media de consigna
en el extremo, vm, la longitud de la trayectoria, s, y la elevacio´n relativa, ∆zrel, que es el
cociente entre el incremento en la componente z de la trayectoria a realizar y la distancia
total de la misma, s, es decir:
∆zrel =
|z(tf )− z(ti)|
s
≤ 1 (7.1)
La variable de salida del sistema de inferencia borroso es la aceleracio´n del extremo
efectivo del robot ma´s adecuada para la trayectoria deseada.
Los diferentes valores de las variables lingu¨ı´sticas de entrada y salida esta´n
representados por conjuntos borrosos (por ejemplo, la distancia es GRANDE, o la
velocidad es BAJA), donde el grado de pertenencia de cada variable (µ(x) para la
variable x) a estos conjuntos determina su valor discreto. El grado de pertenencia de
las variables a los conjuntos borrosos viene dado por la funcio´n de pertenencia, cuya
forma para cada variable lingu¨ı´stica se ha elegido de manera que se ajuste a la relacio´n
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entre la velocidad media, vm, distancia, s, y aceleracio´n, a, en un perfil trapezoidal o
triangular, que viene expresada analı´ticamente por:
a = K
v2m
s
(7.2)
donde K es una constante para cada perfil de velocidad: K = 4 para un perfil de
velocidad triangular y K > 4 para un perfil trapezoidal.
Puesto que en la expresio´n 7.2 la aceleracio´n es inversamente proporcional a la
distancia, las funciones de pertenencia de las variables de entrada s y ∆zrel son
funciones lineales (ve´ase la figura 7.3). Del mismo modo, al ser la aceleracio´n
directamente proporcional al cuadrado de la velocidad, la funcio´n de pertenencia de
la variable vm se ha elegido parabo´lica.
A la hora de disen˜ar el me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n, se han
seguido las pautas de disen˜o de controladores borrosos (Matı´a et al. 1992), segu´n las
cuales, la forma del mapa de inferencia viene dada por la forma de las funciones de
pertenencia, si e´stas son normales, sime´tricas e intersectan por pares, y las funciones de
pertenencia de las variables de salida tienen el mismo a´rea. Con estas consideraciones,
los pa´rrafos siguientes presentan las funciones de pertenencia de los conjuntos borrosos
de las variables de entrada y salida que se han seleccionado.
7.3.1 Conjuntos borrosos y funciones de pertenencia de las variables de
entrada
Elevacio´n relativa: La elevacio´n relativa, ∆zrel, se representa por conjuntos borrosos,
por ejemplo, {BAJA, ALTA}. El nu´mero de conjuntos borrosos depende del volumen
de trabajo. Si se trata de una pata o manipulador pequen˜o de tres grados de libertad
es suficiente con dos conjuntos. Las funciones de pertenencia son trapezoidales, como
muestra la figura 7.3(a), donde la abscisa es la elevacio´n relativa y la ordenada su grado
de pertenencia a cada conjunto borroso. La relacio´n de inversa proporcionalidad entre
la aceleracio´n del perfil y la distancia de trayectoria de la ecuacio´n 7.2 se aplicara´ a esta
variable de entrada por medio de reglas borrosas.
Longitud de trayectoria: La longitud de la trayectoria a recorrer, s, tambie´n se
representa por conjuntos borrosos, por ejemplo, {CORTA, LARGA}. Al igual que
la elevacio´n relativa, el nu´mero de conjuntos borrosos depende de la aplicacio´n,
especialmente del volumen de trabajo del robot. Las funciones de pertenencia son
trapezoidales, como muestra la figura 7.3(b), donde los valores en el eje de abscisas
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Figura 7.3: Conjuntos borrosos y funciones de pertenencia de las variables de entrada y salida. (a) Elevacio´n
relativa; (b) Longitud de trayectoria; (c) Velocidad media; (d) Aceleracio´n.
son diferentes longitudes de trayectoria, y la ordenada es el grado de pertenencia a cada
conjunto borroso.
Velocidad media de consigna: La velocidad media, vm, se representa, al igual que las
anteriores variables, por conjuntos borrosos cuyo nu´mero depende de la aplicacio´n, y
que pueden ser dos, {BAJA, ALTA}. Las funciones de pertenencia, sin embargo, son
parabo´licas en lugar de trapezoidales para ajustarse a la relacio´n entre la aceleracio´n y la
velocidad de la ecuacio´n 7.2, como puede verse en la figura 7.3(c).
7.3.2 Conjuntos borrosos y funciones de pertenencia de las variables de
salida
Aceleracio´n: La salida del proceso de inferencia es la aceleracio´n del perfil de
velocidad, a, que se representa por conjuntos borrosos, como {BAJA, MEDIA-
BAJA, MEDIA-ALTA, ALTA}. Las funciones de pertenencia a estos conjuntos son
triangulares, tienen el mismo a´rea y se superponen dos a dos. Se muestran en la
figura 7.3(d).
El mecanismo de inferencia se basa en las siguientes reglas, que representan la
dependencia borrosa entre la aceleracio´n y la velocidad, longitud y elevacio´n relativa
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de la trayectoria:
1. Si vm es BAJA y s es CORTA y ∆zrel es BAJA, entonces a es MEDIA-BAJA.
2. Si vm es BAJA y s es LARGA y ∆zrel es BAJA, entonces a es BAJA.
3. Si vm es ALTA y s es CORTA y ∆zrel es BAJA, entonces a es ALTA.
4. Si vm es ALTA y s es LARGA y ∆zrel es BAJA, entonces a es MEDIA-ALTA.
5. Si ∆zrel es ALTA, entonces a es MEDIA-BAJA.
La resolucio´n del sistema borroso planteado mediante el me´todo de Mamdani
(Mamdani 1981) resulta en una hipersuperficie que constituye el mapa de inferencia
borroso. Este mapa determina el valor de la aceleracio´n para los valores de las
variables de entrada al sistema. Posteriormente se aplicara´n me´todos eficientes para
la implementacio´n en tiempo real del proceso de razonamiento borroso, que se detallan
en (Matı´a y Jime´nez 1996).
A continuacio´n se enumeran los pasos a seguir para la aplicacio´n del me´todo de
ajuste de la aceleracio´n que se plantea en esta seccio´n:
1. Particio´n del volumen de trabajo, discriminando el a´rea afectada por la restriccio´n
en los actuadores.
2. Determinacio´n, mediante experimentacio´n, del universo de discurso de las
variables de entrada (longitud de trayectoria, velocidad media y elevacio´n
relativa), ası´ como de la variable de salida (aceleracio´n).
3. Aplicacio´n directa de las reglas borrosas y obtencio´n del mapa de inferencia
borroso mediante el me´todo de Mamdani.
4. Aplicacio´n de me´todos eficientes para la implementacio´n en tiempo real del
algoritmo borroso.
La incorporacio´n de este me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n al sistema
de control de trayectorias de un manipulador o pata tiene lugar durante la generacio´n
del perfil de velocidad, de tal forma que los pasos 1 a 3 se realizan off-line, previamente
a la generacio´n de la trayectoria, y el paso 4 se ejecuta on line. La figura 7.4 presenta
un diagrama de bloques que ilustra el sistema de control de trayectorias de una pata
robo´tica con el bloque correspondiente al me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n
del extremo de la pata, durante la generacio´n de trayectorias.
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Figura 7.4: Diagrama de bloques del sistema de control de trayectoria incluyendo el me´todo de ajuste
automa´tico de la aceleracio´n.
7.4 Aplicacio´n al robot SILO4
El me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n que se presenta en este capı´tulo
ofrece la ventaja, frente a otros me´todos cla´sicos, de ser aplicable en tiempo real, en
un sistema articulado de ma´s de dos grados de libertad, durante el proceso de generacio´n
de trayectorias. En esta seccio´n se aplica el me´todo propuesto a la generacio´n de
trayectorias de las patas del robot SILO4 y se analizan los resultados.
7.4.1 Ana´lisis del volumen de trabajo
El primer paso para poder analizar la bondad del me´todo de ajuste automa´tico de
la aceleracio´n consiste en estudiar experimentalmente la saturacio´n de los actuadores
dentro del volumen de trabajo de la pata del SILO4. La figura 7.5 muestra varias
trayectorias paralelas al eje x de la pata, de igual longitud y velocidad media. La
figura 7.5(a) muestra los perfiles de velocidad lineal del pie durante dichas trayectorias,
mientras que las figuras 7.5(b), (c) y (d) muestran, respectivamente, los perfiles de
velocidad angular de la primera, segunda y tercera articulacio´n de la pata. De su
observacio´n se constata que, en este tipo de trayectorias, la primera articulacio´n es la
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Figura 7.5: Perfiles de velocidad de trayectorias paralelas al eje x de la pata. (a) velocidad lineal del pie, (b)
velocidad angular de la primera articulacio´n, (c) velocidad angular de la segunda articulacio´n, (d) velocidad
angular de la tercera articulacio´n.
que antes se satura, pues para trayectorias pro´ximas al origen de coordenadas de la pata,
esta articulacio´n alcanza su lı´mite de velocidad. Por lo tanto, el me´todo de ajuste de
la aceleracio´n debera´ forzar la saturacio´n de esta articulacio´n durante la generacio´n de
este tipo de trayectorias para cualquier valor de la coordenada y. Del mismo modo se
realizan varias trayectorias paralelas al eje y, para diferentes coordenadas x. En este
caso es la articulacio´n 3 la que se satura antes, por ser menos potente que la segunda
(ve´ase el ape´ndice A).
En el caso de trayectorias verticales con diferente componente y es tambie´n la tercera
articulacio´n la que se satura (ve´ase la figura 7.6), e igualmente sucede para trayectorias
verticales con diferente coordenada x. Por lo tanto el me´todo de ajuste automa´tico de
la aceleracio´n encontrara´ los valores adecuados de la aceleracio´n del perfil de velocidad
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Figura 7.6: Perfiles de velocidad de trayectorias paralelas al eje z de la pata. (a) velocidad lineal del pie, (b)
velocidad angular de la primera articulacio´n, (c) velocidad angular de la segunda articulacio´n, (d) velocidad
angular de la tercera articulacio´n.
para cada trayectoria, buscando la saturacio´n de la primera articulacio´n en trayectorias
donde predomina la variacio´n de la componente x y buscando la saturacio´n de la tercera
articulacio´n para el resto de las trayectorias.
En la figura 7.6(d) se aprecia co´mo la articulacio´n 3 se satura durante la etapa
de aceleracio´n. Esto debe considerarse a la hora de limitar la aceleracio´n del pie en
trayectorias verticales.
7.4.2 Conjuntos borrosos, universo de discurso y funciones de pertenencia
Como se indico´ en la seccio´n 7.2, las variables de entrada al bloque de ajuste automa´tico
de la aceleracio´n del pie son la longitud de la trayectoria, la elevacio´n relativa y la
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velocidad media del pie. La variable de salida es la aceleracio´n (ve´ase la figura 7.4). El
universo de discurso de estas variables viene dado por el volumen de trabajo de la pata y
por la potencia de los actuadores. El volumen de trabajo de la pata del SILO4 (ve´ase el
ape´ndice A) no permite realizar trayectorias mayores de 700 milı´metros de longitud. La
velocidad media ma´xima que puede alcanzar el pie, en las mejores condiciones, es de
400 mm/s, estando restringida por la potencia de los actuadores, y la elevacio´n relativa
es siempre menor o igual que la unidad. Por u´ltimo, el valor ma´ximo que puede tener
la aceleracio´n del pie es de 1200 mm/s2. Con todo esto, se establecen los siguientes
conjuntos borrosos y las funciones de pertenencia de las variables lingu¨ı´sticas, definidas
en la seccio´n 7.3, que se muestran en la figura 7.7:
• La elevacio´n relativa, ∆zrel, representada por los conjuntos borrosos {BAJA,
ALTA}, que recubren el universo de discurso de esta variable (de 0 a 1). Las
funciones de pertenencia se muestran en la figura 7.7(a).
• La longitud de trayectoria, s, representada por los conjuntos {CORTA, LARGA},
que se reparten el universo de discurso que engloba trayectorias hasta 700 mm.
de longitud. Las funciones de pertenencia se muestran en la figura 7.7(b).
Figura 7.7: Conjuntos borrosos y funciones de pertenencia de las variables de entrada y salida. (a) Elevacio´n
relativa; (b) Longitud de trayectoria; (c) Velocidad media; (d) Aceleracio´n.
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• La velocidad media de trayectoria, vm, representada por los conjuntos {BAJA,
ALTA}, cuyo universo de discurso varı´a de cero a 400mm/s, y sus funciones de
pertenencia se muestran en la figura 7.7(c).
• La aceleracio´n del pie, a, representada por cuatro conjuntos borrosos, {BAJA,
MEDIA-BAJA, MEDIA-ALTA, ALTA}, que se reparten el universo de discurso,
hasta 1400 mm/s2. Las funciones de pertenencia son triangulares y se
representan en la figura 7.7(d).
7.4.3 Obtencio´n del mapa de inferencia
Para resolver este problema de control borroso se utiliza el Fuzzy Toolbox de MATLAB,
donde la funcio´n min representa la unio´n y y la implicacio´n; la funcio´n max representa
la suma y para la desborrosificacio´n se utiliza el me´todo del centroide. El mapa de
inferencia que se obtiene para el problema del ajuste automa´tico de la aceleracio´n del
pie es una hipersuperficie, que se ha representado mediante tres mapas de inferencia
tridimensionales para ilustrar mejor los resultados. La figura 7.8 muestra el mapa de
inferencia que determina la aceleracio´n del pie en funcio´n de la longitud de trayectoria
y la velocidad media, para cualquier trayectoria que tenga un valor de elevacio´n relativa
de 0.5. La figura 7.9 muestra el valor de la aceleracio´n frente a la elevacio´n relativa
y la longitud de trayectoria, fijando la velocidad media en 200 mm/s, y la figura 7.10
muestra la aceleracio´n en funcio´n de la elevacio´n relativa y de la velocidad media, para
trayectorias de 350mm de longitud.
7.4.4 Resultados experimentales y validacio´n del me´todo
Para constatar la maximizacio´n de la velocidad de trayectoria mediante el me´todo
de ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie se han realizado varios experimentos
utilizando la pata del robot SILO4.
El propo´sito del primer experimento es observar la mejora del me´todo sobre la
variacio´n de longitud de trayectoria. Para ello se ejecutan varias trayectorias de diferente
longitud, paralelas al eje x de la pata, con y = 215mm y z = −250mm. La figura 7.11
ilustra este experimento, representando la velocidad media ma´xima alcanzable en cada
trayectoria (cuando se produce la saturacio´n de algu´n actuador en algu´n punto de la
trayectoria) frente a la longitud de las mismas. Las lı´neas continuas de color negro
representan la velocidad media ma´xima que se alcanzarı´a utilizando perfiles de velocidad
de aceleracio´n constante para toda la gama de longitudes, suponiendo que no existieran
perturbaciones dina´micas. Las lı´neas continuas de color rojo representan las trayectorias
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Figura 7.8: Mapa de inferencia de la aceleracio´n frente longitud de trayectoria y la velocidad media para
trayectorias con∆zrel = 0.5.
Figura 7.9: Mapa de inferencia de la aceleracio´n frente a la elevacio´n relativa y la longitud de trayectoria
para trayectorias con vm = 200mm/s.
que se ejecutarı´an con un perfil de aceleracio´n constante, pero presentarı´an errores
debidos a la dina´mica del sistema. Por otro lado, la curva azul con puntos representa las
velocidades ma´ximas alcanzables durante las mismas trayectorias al utilizar el me´todo
de ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie. Si se utilizaran los perfiles de aceleracio´n
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Figura 7.10: Mapa de inferencia de la aceleracio´n frente a la elevacio´n relativa y la velocidad media para
trayectorias con s = 200mm.
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Figura 7.11: Curvas de ma´xima velocidad media frente a longitud de trayectoria, para perfiles de aceleracio´n
constante y me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n.
constante alta (a = 1200 mm/s2), los efectos dina´micos generarı´an errores durante la
ejecucio´n de la trayectoria, lo que provoca en e´sta un comportamiento anormal. Para
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Figura 7.12: Perfiles de velocidad de trayectoria vertical con aceleracio´n del pie de 1000 mm/s2. Sin
utilizar el me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n. (a)Perfiles de velocidad de las tres articulaciones.
(b) Perfil de velocidad del pie.
poder utilizar un perfil de aceleracio´n constante y evitar al mismo tiempo los efectos
dina´micos, es necesario optar por un valor moderado de la aceleracio´n, por ejemplo
de 600 mm/s2, quedando por lo tanto la velocidad de los actuadores infrautilizada,
como puede verse en la figura 7.11, donde la lı´nea roja de puntos y rayas marca el
ma´ximo aprovechamiento de los actuadores. En cambio, el me´todo de ajuste automa´tico
de la aceleracio´n se aproxima mucho a la curva de ma´ximo aprovechamiento de los
actuadores, debie´ndose la diferencia a la consideracio´n de la dina´mica del sistema.
Una curiosidad del me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n es que para
trayectorias largas (a partir de 400 mm), la velocidad media o´ptima es pra´cticamente
constante (ve´ase la figura 7.11). Esta caracterı´stica puede ser muy u´til a la hora
de controlar las trayectorias de las patas del robot. Si el sistema de control genera
trayectorias largas para el avance en todo momento, la velocidad o´ptima de las mismas
sera´ constante para todas ellas, independientemente de su longitud (siempre que sea
mayor de 400 mm).
En un segundo experimento se realizan trayectorias verticales a alta velocidad. La
figura 7.12 muestra el efecto de aplicar perfiles de velocidad con aceleracio´n alta en el pie
(1000 mm/s2) a este tipo de trayectorias. Los efectos inerciales y gravitatorios, junto
con la saturacio´n del actuador de la articulacio´n 3 imponen errores en el seguimiento
de la trayectoria, que, al generarse on-line, provoca oscilaciones en el movimiento (los
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Figura 7.13: Comparacio´n de perfiles de velocidad del pie en trayectoria vertical con aceleracio´n del pie de
1000mm/s2 y con el me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n.
errores cometidos en trayectos anteriores son compensados en los tramos posteriores),
como se refleja en la figura. El me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie
limita e´sta a 600 mm/s2, como resultado de aplicar la quinta regla a ∆zrel = 1. El
resultado es un perfil de velocidad suave y sin oscilaciones, como muestra la curva
continua de la figura 7.13.
Tabla 7.1: Comparacio´n de velocidad media alcanzable en trayectorias horizontales con distintos valores
de s(t) y R(t).
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Figura 7.14: Comparacio´n de perfiles de velocidad del pie en trayectorias horizontales con distintos valores
de s(t) yR(t), con aceleracio´n del pie de 600mm/s2 (lı´nea delgada) y con el me´todo de ajuste automa´tico
de la aceleracio´n (lı´nea gruesa).
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El u´ltimo experimento para validar el me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n
del pie consiste en la ejecucio´n de diversas trayectorias a lo largo de todo el volumen de
trabajo a la ma´xima velocidad alcanzable con y sin ajuste automa´tico de la aceleracio´n.
La figura 7.14 muestra los perfiles de velocidad lineal del pie de trayectorias paralelas
al eje x de la pata, de diferente longitud y variando el valor de R(t) de una a otra. En
lı´nea gruesa se representan los perfiles de velocidad obtenidos mediante el me´todo de
ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie, mientras que en lı´nea delgada se representan
perfiles generados con un valor constante de la aceleracio´n (600 mm/s2). En la
tabla 7.1 aparecen reflejados los valores de velocidad media, vm, longitud de trayectoria,
s, y distancia al sistema de referencia de la pata, R(t) (ve´ase el capı´tulo 4), de las
trayectorias de la figura 7.14. Puede observarse co´mo el me´todo de ajuste automa´tico es
especialmente relevante en trayectorias cortas, donde la velocidad media del pie puede
incrementarse hasta un 100 %. Para trayectorias de igual longitud, el me´todo es ma´s
eficiente en trayectorias de mayor R(t), puesto que en las de menor R(t), la ra´pida
saturacio´n de los actuadores imposibilita el aumento de la velocidad. El comportamiento
del sistema durante la ejecucio´n de la trayectoria generada con el me´todo de ajuste
automa´tico de la aceleracio´n es menos oscilatorio, al producirse menos errores de
seguimiento durante la generacio´n on line. La tabla 7.1 refleja co´mo, usando el me´todo
propuesto, la velocidad media alcanzable en el pie puede incrementarse entre un 27 y
un 100 %. Los experimentos realizados en trayectorias similares, con diferente valor
de la coordenada z muestran resultados ide´nticos, salvo en las proximidades de los
puntos singulares, donde es necesario reducir al ma´ximo el valor de la aceleracio´n y
de la velocidad del pie. Esto es debido a que en la vecindad de las singularidades de un
manipulador o pata, pequen˜as velocidades en el espacio de la tarea causan velocidades
altı´simas en el espacio articular.
La generacio´n de trayectorias on line en la pata del robot SILO4, utilizando el
me´todo de ajuste de la aceleracio´n, se ha realizado con un periodo de muestreo de 4
milisegundos en un computador 486/50-MHz bajo supervisio´n de un sistema operativo
multitarea y de tiempo real (QNX 1997). El tiempo de co´mputo de la aceleracio´n
mediante el algoritmo propuesto es de 0.5 milisegundos, siguiendo las directrices de
los me´todos de optimizacio´n de Matia y Jimenez (1996). Esto certifica la aplicabilidad
del me´todo en tiempo real en un manipulador o pata de al menos tres grados de libertad.
Teniendo en cuenta que las reglas borrosas se aplican a la trayectoria del extremo
del robot, y no a las de sus articulaciones, el nu´mero de reglas borrosas del algoritmo
aumentara´ con la complejidad de la dina´mica del sistema, pero no con el nu´mero
de grados de libertad del mismo. Por lo tanto, el me´todo es directamente aplicable
a cualquier robot manipulador de configuracio´n articular y de estructura ligera de
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cualquier nu´mero de grados de libertad, sin reducirse su eficiencia computacional.
7.5 Resumen y conclusiones
En este capı´tulo se ha presentado un nuevo enfoque para resolver el problema de
generacio´n de trayectorias o´ptimas on line en robots manipuladores. El me´todo de ajuste
automa´tico de la aceleracio´n del pie considera la dina´mica del sistema, ası´ como la
limitacio´n de los actuadores.
En los me´todos cla´sicos, el requerimiento de un modelo matema´tico ideal del sistema
imposibilita encontrar dicha solucio´n o´ptima debido a posteriores simplificaciones del
modelo para su implementacio´n en tiempo real.
El me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n, propuesto en esta tesis, se basa
en te´cnicas de control borroso, y contempla el problema desde el punto de vista de su
aplicabilidad en sistemas reales y en tiempo real. Como resultado, el me´todo es ra´pido y
aplicable a manipuladores de configuracio´n articular con cualquier nu´mero de grados de
libertad. Se ha constatado que la mejora que se obtiene con este me´todo en la velocidad
del extremo del robot es de un 27 % hasta un 100 % en algunos tipos de trayectoria.
El me´todo de ajuste automa´tico de la velocidad optimiza el perfil de velocidad, tanto
para encontrar la velocidad ma´xima como para cualquier otra velocidad de consigna.
El me´todo propuesto se ha validado, consiguie´ndose trayectorias ra´pidas, precisas y
suaves en todo el volumen de trabajo del robot SILO4, con unos tiempos de co´mputo
inferiores al milisegundo en un computador 486/50-MHz, lo que supera los resultados
de aplicabilidad de los algoritmos de control o´ptimo.
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Capı´tulo 8
Conclusiones, aportaciones
originales y lı´neas futuras de
investigacio´n
8.1 Resumen de la tesis
A pesar de la gran evolucio´n tecnolo´gica que han sufrido los robots caminantes en
las u´ltimas de´cadas, continu´an sin tener aplicacio´n en los sectores productivos. Sus
numerosas ventajas frente a los robots con ruedas u orugas en aplicaciones sobre terrenos
accidentados y no preparados se ven eclipsadas por su principal desventaja: la baja
velocidad de funcionamiento.
La velocidad de los robots caminantes esta´ limitada por la potencia de sus
actuadores. ´Estos, en general, suelen estar albergados en las propias articulaciones, por
lo que el volumen y peso del actuador esta´n limitados. Puesto que en los actuadores
convencionales el taman˜o y la potencia del actuador esta´n ı´ntimamente ligados, la
limitacio´n de peso y volumen redunda en una limitacio´n de velocidad y par u´tiles.
Por otro lado, la dina´mica del sistema y el uso de criterios de estabilidad inadecuados
impiden utilizar velocidades elevadas en el movimiento del robot.
El objetivo de esta tesis Doctoral ha sido mejorar la velocidad de los robots
caminantes. Para ello se han abordado estos dos problemas fundamentales:
1. Optimizacio´n del margen de estabilidad.
2. Optimizacio´n de la velocidad de la transferencia de las patas.
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El primer capı´tulo ha introducido la problema´tica existente en la aplicacio´n de robots
caminantes a los sectores productivos. Los capı´tulos 2 y 3 han abordado el primer
problema, mientras que los capı´tulos 4 a 7 se han encargado de resolver el segundo
problema. De ellos, los capı´tulos 5 y 6 han analizado la dina´mica de las patas de
los robots caminantes, haciendo especial e´nfasis en el modelado de la friccio´n en las
transmisiones.
En este capı´tulo se resume el trabajo realizado para solucionar los dos problemas,
arriba indicados, que limitan la velocidad de un robot caminante. A continuacio´n se
enumeran las aportaciones originales de la tesis y, finalmente, se esbozan las futuras
lı´neas de investigacio´n.
8.1.1 Optimizacio´n de los ma´rgenes de estabilidad
El problema fundamental de la mayorı´a de criterios de estabilidad utilizados hasta la
fecha es su ineficacia en terreno irregular y cuando existen efectos dina´micos en el
movimiento del robot. Por otro lado, no existe una clasificacio´n cualitativa de los
diferentes criterios existentes que permita elegir el criterio ma´s adecuado para una
aplicacio´n concreta. En el capı´tulo 2 se realiza un estudio comparativo de los criterios de
estabilidad existentes, atendiendo a su efectividad para medir la estabilidad de un robot
en las siguientes condiciones:
• En ausencia de efectos dina´micos y sobre terreno llano.
• En presencia de efectos inerciales y sobre terreno llano.
• En presencia de efectos inerciales y de manipulacio´n y sobre terreno llano.
• En ausencia de efectos dina´micos y sobre terreno irregular.
• En presencia de efectos inerciales y sobre terreno irregular.
• En presencia de efectos inerciales y de manipulacio´n y sobre terreno irregular.
El resultado de este estudio es una clasificacio´n cualitativa de los criterios de
estabilidad existentes, lo que es una aportacio´n original de esta tesis. Por otro lado,
el estudio trata de determinar cua´l de los criterios de estabilidad conocidos proporciona
la medida de estabilidad o´ptima desde el punto de vista de la energı´a necesaria para que
el robot vuelque. El estudio concluye con la determinacio´n de que no existe tal criterio.
Para maximizar la velocidad de un robot caminante es necesario utilizar un criterio
de estabilidad que proporcione la medida de estabilidad o´ptima. Por este motivo, el
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capı´tulo 3 propone un criterio de estabilidad cuyo margen de estabilidad es el o´ptimo
desde el punto de vista energe´tico. Este margen, que es una aportacio´n original de esta
tesis, se ha denominado margen energe´tico de estabilidad dina´mica normalizado,
MEEDN. El capı´tulo concluye con la generacio´n de las curvas de nivel de estabilidad
constante, que permiten determinar las posiciones del cdg del robot que mantienen un
margen de estabilidad constante, al mismo tiempo que permiten identificar la trayectoria
del cdg que maximiza el margen de estabilidad. La determinacio´n de estas curvas de
nivel de estabilidad en situaciones en las que existen efectos dina´micos es otra aportacio´n
importante de esta tesis.
8.1.2 Optimizacio´n de la velocidad de transferencia
El empleo de un criterio de estabilidad o´ptimo permite maximizar la velocidad de un
robot. ´Esta viene marcada, principalmente, por la velocidad de las patas en transferencia
(Waldron et al. 1984). Por lo tanto, el problema de maximizar la velocidad del robot se
traduce en maximizar la velocidad de la pata en su fase de transferencia.
La velocidad lineal ma´xima que puede alcanzar el extremo de la pata en su fase de
transferencia se ve limitada por el par ma´ximo y mı´nimo que pueden dar los actuadores.
Por otro lado, la propia dina´mica de la pata, tanto por su estructura meca´nica como
por sus actuadores y elementos de transmisio´n, limitan el par motor. Por lo tanto, para
maximizar la velocidad de transferencia, la trayectoria debe generarse de tal manera que
busque la saturacio´n de al menos un actuador, siempre y cuando lo permita la dina´mica.
Existen te´cnicas cla´sicas de control de tiempo mı´nimo que resuelven este problema
para trayectorias generadas off-line, previamente a la ejecucio´n. Sin embargo, las
trayectorias de transferencia de pata en robots caminantes deben generarse on-line,
durante la ejecucio´n. De lo contrario, la presencia de obsta´culos o irregularidades en el
terreno, que interrumpen la ejecucio´n de la trayectoria, harı´an necesaria la regeneracio´n
completa de una nueva trayectoria, con lo que los tiempos de espera perjudicarı´an la
mejora de velocidad.
Es necesario, por tanto, un algoritmo de maximizacio´n de la velocidad de
transferencia que permita la generacio´n on-line de la trayectoria, y que tenga en cuenta
tanto la dina´mica del sistema como la limitacio´n de los actuadores. El paso previo, por
lo tanto, debe ser un exhaustivo ana´lisis de la dina´mica de la pata, y una interpretacio´n
de la misma en funcio´n de las caracterı´sticas de la trayectoria. Para ello, el capı´tulo 5
propone un me´todo de ana´lisis dina´mico en funcio´n de los para´metros de la trayectoria.
Este me´todo de ana´lisis dina´mico es una aportacio´n de esta tesis.
En la dina´mica de los robots caminantes juega un papel importante la friccio´n en los
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sistemas de transmisio´n. El empleo de grandes reducciones para aumentar el par en el
extremo redunda en un aumento de fricciones y elasticidades. Aunque las elasticidades
no son importantes en la transferencia de la pata, sı´ lo son las fricciones. La importancia
de los resultados obtenidos en el estudio de la friccio´n da lugar a un capı´tulo dedicado
exclusivamente a este efecto dina´mico. Ası´, el capı´tulo 6 presenta la identificacio´n de
las componentes de friccio´n existentes en las articulaciones de los robots caminantes, y
adema´s propone una componente de friccio´n diferente de las existentes: la friccio´n entre
dientes de los engranajes. Esta friccio´n, aunque ya conocida, ha sido considerada hasta
la fecha como una friccio´n u´nicamente dependiente de la posicio´n. Sin embargo, en esta
tesis se demuestra teo´rica y experimentalmente, su fuerte dependencia de la velocidad.
Esta componente domina la dina´mica del actuador a bajas velocidades, donde puede
suponer el 25% del par de friccio´n. En este capı´tulo se ha propuesto por primera vez un
modelo matema´tico para esta componente, lo cual es una aportacio´n importante de esta
tesis.
La informacio´n heurı´stica del estudio dina´mico de la pata del robot en funcio´n de
los para´metros de la trayectoria se utiliza en el capı´tulo 7 en forma de reglas borrosas
en un me´todo para generar trayectorias on-line, maximizando la velocidad del pie. El
me´todo propuesto recibe el nombre de me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n
del pie, y utilizando perfiles de velocidad trapezoidales, modifica la aceleracio´n de la
trayectoria atendiendo a la dina´mica del sistema y a la saturacio´n de los actuadores
para generar siempre la trayectoria ma´s ra´pida. La rapidez de ca´lculo del me´todo lo
hace especialmente adecuado para generacio´n on-line, siendo de 4 milisegundos en un
computador 486/50-MHz. Los resultados experimentales sobre la pata del robot SILO4
muestran que el me´todo genera automa´ticamente el perfil de velocidad que maximiza
la velocidad de cada trayectoria, con la restriccio´n de imponer un perfil trapezoidal.
La velocidad media alcanzable puede incrementarse hasta un 100%, dependiendo de la
trayectoria. El perfil que genera este me´todo no es el o´ptimo por imponer un perfil de
velocidad; por lo tanto, la solucio´n de tiempo mı´nimo es mejor que la propuesta en esta
tesis para la generacio´n de trayectorias off-line. Sin embargo, los me´todos cla´sicos no
son va´lidos para la generacio´n de trayectorias on line, mientras que el me´todo de ajuste
automa´tico de la aceleracio´n del pie sı´ lo es.
8.2 Aportaciones originales de la tesis
Las aportaciones originales de esta tesis pueden resumirse, por tanto, en:
1. Clasificacio´n cualitativa de los criterios de estabilidad para robots caminantes.
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2. Definicio´n de un criterio de estabilidad o´ptimo y del margen energe´tico de
estabilidad dina´mica normalizado.
3. Ca´lculo de las curvas de nivel de estabilidad constante ante efectos dina´micos.
4. Propuesta de un me´todo de ana´lisis dina´mico de una pata robo´tica o manipulador
en funcio´n de los para´metros de la trayectoria de su extremo.
5. Identificacio´n y modelado matema´tico de la variacio´n con la velocidad de la
friccio´n entre dientes de los engranajes.
6. Definicio´n del me´todo de ajuste automa´tico de la aceleracio´n del pie.
8.3 Lı´neas futuras de investigacio´n
Afortunadamente, los resultados obtenidos en esta tesis Doctoral dejan abiertas varias
vı´as de investigacio´n. A continuacio´n se esbozan las que se han considerado ma´s
relevantes:
8.3.1 Adaptacio´n del MEEDN a terrenos blandos mediante una prediccio´n
del hundimiento de los apoyos
El MEEDN que se ha propuesto en esta tesis se ha demostrado que es o´ptimo en terreno
irregular y ante efectos dina´micos. Sin embargo, no se ha tenido en cuenta el efecto del
hundimiento de los apoyos en suelos blandos. En este caso, el ca´lculo del MEEDN se
verı´a ligeramente modificado, puesto que durante el vuelco del robot alrededor de un
lado del polı´gono de apoyo, dichos apoyos se desplazarı´an verticalmente una pequen˜a
distancia. Por este motivo, la altura que adquiere el cdg es menor que la calculada segu´n
el MEEDN original, y por lo tanto el incremento de energı´a meca´nica serı´a algo menor.
En esta situacio´n particular, por tanto, la medida del MEEDN no es la o´ptima. Con la
adaptacio´n del MEEDN a este tipo de terreno, mediante una prediccio´n del hundimiento
de los apoyos, se conseguirı´a optimizar este margen de estabilidad para todo tipo de
terrenos.
8.3.2 Adaptacio´n del modo de caminar al MEEDN
En esta tesis se ha resuelto el problema de la velocidad de los robots caminantes mediante
la propuesta de un criterio de estabilidad o´ptimo y de un me´todo de optimizacio´n de
la velocidad de transferencia. Sin embargo, para utilizarlo en la optimizacio´n de la
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velocidad de un robot es necesario adaptar los modos de caminar existentes de forma que
el avance del cuerpo sea sime´trico respecto del MEEDN. Es decir, independientemente
de la inclinacio´n del terreno o de las fuerzas que actu´en sobre el sistema, el margen de
estabilidad al inicio del avance del cuerpo debe ser igual al margen al final del avance.
Para ello, es necesario calcular las posiciones de los apoyos y del cdg que maximizan
el MEEDN. Una vez resuelto este problema de optimizacio´n se debe reducir el volumen
de trabajo de la pata en funcio´n de la posicio´n del punto de ma´xima estabilidad en el
plano del cuerpo. Como consecuencia, cuanto mayores sean las fuerzas inerciales y de
manipulacio´n o mayor sea la inclinacio´n del terreno, menor sera´ el volumen de trabajo
disponible de la pata. Existira´ un lı´mite a partir del cual la velocidad de transferencia
de pata no sera´ suficiente para mejorar la velocidad del robot debido a la reduccio´n del
volumen de trabajo de la pata.
La resolucio´n de este problema permitirı´a utilizar el MEEDN y el me´todo de ajuste
automa´tico de la aceleracio´n del pie en la optimizacio´n de la velocidad del robot.
8.3.3 Compensacio´n de la pe´rdida de estabilidad durante la transferencia
de pata mediante control dina´mico
Adema´s de adaptar el modo de caminar al criterio de estabilidad que se ha propuesto,
es posible mejorar la respuesta del robot ante los efectos dina´micos de la pata que
esta´ en transferencia. El MEEDN permite conocer la reduccio´n de estabilidad debida
a la transferencia de una pata, y, a partir de esta medida, se puede determinar el
momento de compensacio´n que debe producir el cuerpo para mantener un margen de
estabilidad constante durante la transferencia. De esta forma se conseguirı´a mejorar el
comportamiento del robot.
8.3.4 Compensacio´n de la friccio´n entre dientes de los engranajes
En el capı´tulo 6 se ha identificado y modelado la friccio´n entre dientes de los
engranajes, especialmente dominante a bajas velocidades. Esta componente de friccio´n
es ondulatoria y de amplitud exponencialmente decreciente con la velocidad. Aunque
la frecuencia de las oscilaciones es perfectamente conocida, la fase es difı´cil de estimar
con precisio´n debido a los desfases producidos en el procesado de la sen˜al. Por otro
lado, la sen˜al no es exactamente una funcio´n seno, sino que tiene una forma ligeramente
triangular. Estas dos caracterı´sticas complican mucho la compensacio´n de este efecto
mediante el par motor. Sin embargo, su compensacio´n permitira´ mejorar el control a
baja velocidad.
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8.3.5 Identificacio´n y modelado de la dependencia de la friccio´n entre
dientes de los engranajes con la carga
En el capı´tulo 6 se ha identificado y modelado la dependencia de la friccio´n entre
dientes de los engranajes con la posicio´n y la velocidad del eje. Sin embargo, no se
ha identificado el efecto de la variacio´n de la carga en esta componente de friccio´n. Esto
es debido a que esta tesis se ha enfocado en el problema de la velocidad de la pata en
transferencia, donde no existen grandes variaciones de la carga. Sin embargo, cuando la
pata entra en la fase de apoyo, pasa a soportar parte del cuerpo del robot y, por tanto, las
articulaciones se ven sometidas a grandes variaciones de carga. Esto puede modificar
(aumentar) la friccio´n en las transmisiones, dificultando el control de las trayectorias de
avance del cuerpo.
Un ana´lisis dina´mico de este feno´meno y su modelado matema´tico permitirı´an
mejorar el control de trayectorias cuando las patas esta´n en contacto con el entorno.
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Ape´ndices

Ape´ndice A
El robot caminante SILO4
A.1 Introduccio´n
El robot caminante SILO4 (acro´nimo de Sistema Locomotor de cuatro patas) se desa-
rrollo´ en el Instituto de Automa´tica Industrial del Consejo Superior de Investigaciones
Cientı´ficas (IAI-CSIC) con el fin de ofrecer una plataforma comu´n de experimentacio´n
que permitiera el estudio comparativo de algoritmos y te´cnicas de control de robots
caminantes. En la actualidad existen dos prototipos SILO4 que se esta´n utilizando en
Figura A.1: Robot caminante SILO4 (Instituto de Automa´tica Industrial-CSIC, 2000).
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tareas de investigacio´n en el IAI-CSIC y en la Escuela Nacional Superior de Ingenieros
de Bourges (Francia) (ve´ase la figura A.1).
En la actualidad, existen en el mercado algunos robots caminantes para tareas
docentes y de investigacio´n ba´sica; sin embargo, e´stos no son ma´s que prototipos
meca´nicamente muy delicados y con muy baja capacidad de adaptacio´n a terrenos
irregulares. Teniendo en cuenta estas limitaciones el IAI-CSIC, basa´ndose en su
experiencia en construccio´n de ma´quinas caminantes (Jime´nez et al. 1993; Grieco et
al. 1998; Gonza´lez de Santos et al. 2000; Uquillas et al. 2000), ha desarrollado el robot
SILO4 para los propo´sitos mencionados.
El robot SILO4 se concibio´ para que dispusiera de buena omnidireccionalidad
sacrificando, fundamentalmente, su velocidad. En una ma´quina esta´ticamente estable y
desde el punto de vista de la investigacio´n cientı´fica esta caracterı´stica es ma´s atractiva,
aunque la velocidad sigue siendo una caracterı´stica crucial para los robots caminantes
que resultan ser muy lentos, al menos si se comparan con los sistemas basados en ruedas
u orugas. El peso total del prototipo tambie´n se ha considerado como un para´metro
fundamental en robots dida´cticos y de investigacio´n. Los robots voluminosos y pesados
dificultan su recuperacio´n. Es decir, llevarlo a una posicio´n estable despue´s de errores
durante la fase de desarrollo y experimentacio´n puede resultar dificultoso. Normalmente,
esta tarea se realiza manualmente, por tanto, para las aplicaciones potenciales previstas,
la ligereza de los robots es una caracterı´stica a tener en cuenta. El robot SILO4 se ha
concebido como un robot de exteriores. Puede caminar sobre terrenos muy accidentados;
sin embargo, no se han considerado las protecciones industriales necesarias para trabajar
en condiciones extremas (protecciones contra humedad, proyecciones de agua, polvo,
etc). Entre las caracterı´sticas globales del robot SILO4 podemos destacar:
• Robot cuadru´pedo con patas de tipo insecto en configuracio´n circular.
• Robot de taman˜o medio y bajo peso.
• Estructura compacta: motores y cables protegidos dentro de los eslabones.
• Meca´nicamente robusto.
• Gran onmidireccionalidad.
• Controlado por un sistema operativo multitarea y de tiempo real.
A.2 Descripcio´n del sistema 217
 
	
ﬀﬂﬁﬃ! #"%$ﬂﬀ&ﬁﬃ')(+*,
-
.!/0213%45.!67489.!6:5.
;=<>?@ﬂAB
CED!FHGJI%D!K
LNMHOPQﬂRTSRUVPSXWY
Z\[^]%_`ba[ﬂc
def%geh
ij!klmn!opVqr&ms!kt
uv!wxyz!{|V}~&y!w
)^
!Ł2%!bX9H!
Figura A.2: Configuraciones del sistema.
A.2 Descripcio´n del sistema
El robot SILO4 se configuro´ como un caminante automa´tico supervisado por un
operador remoto que esta´ a cargo de definir las caracterı´sticas del movimiento;
ba´sicamente la direccio´n y la velocidad. El robot porta su propio controlador y se
dispone de dos configuraciones para la estacio´n de control remoto. En la primera
configuracio´n la estacio´n supervisora esta´ formada por el monitor y el teclado del
computador que esta´n unidos al robot a trave´s de un cable umbilical que adema´s
proporciona la energı´a. Tambie´n puede instalarse fa´cilmente un enlace de comunicacio´n
vı´a radio y baterı´as sobre el robot (ve´ase la figura A.2). La Tabla A.1 resume las
caracterı´sticas principales del robot SILO4.
A.2.1 Estructura meca´nica
A.2.1.1 Estructura del cuerpo
El robot SILO4 esta´ formado por un cuerpo de forma cuasi-cu´bica y cuatro patas
distribuidas en configuracio´n circular. Esta distribucio´n facilita la omnidireccionalidad
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Tabla A.1: Caracterı´sticas principales del robot SILO4.
  
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Figura A.3: Dimensiones del cuerpo del robot SILO4.
por la distribucio´n de los volu´menes de trabajo de las patas. El cuerpo esta´ fabricado en
aluminio y las dimensiones se especifican en la figura A.3.
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Figura A.4: Estructura de la pata.
Tabla A.2: Para´metros fı´sicos de la pata.
A.2.1.2 Estructura de las patas
Las patas del robot SILO4 son de tipo insecto formadas por tres articulaciones rotatorias
accionadas por motores CC, con una combinacio´n de reductores planetarios y reductores
spirsin (Spiroid gear). Los motores esta´n empotrados en los eslabones, configurando
una pata esbelta que barre un volumen muy reducido, lo que facilita el movimiento de la
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Figura A.5: Dimensiones de la pata.
Tabla A.3: Para´metros cinema´ticos de la pata.
pata entre obsta´culos (ve´ase la figura A.4). La figura A.5 muestra las dimensiones reales
de la pata y la Tabla A.2 ofrece sus para´metros fı´sicos. La cinema´tica de la pata es la
correspondiente a un manipulador RRR. La Tabla A.3 resume los para´metros de Denavit
Hartenberg. Las ecuaciones A.1 a A.3 definen las matrices homoge´neas correspondien-
tes; la ecuacio´n A.4 presenta la solucio´n cinema´tica directa y las ecuaciones A.5 a A.7
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presentan la cinema´tica inversa.
0A1 =

C1 0 S1 a1C1
S1 0 −C1 a1S1
0 1 0 0
0 0 0 1
 (A.1)
1A2 =

C2 −S2 0 a2C2
S2 C2 0 a2S2
0 0 1 0
0 0 0 1
 (A.2)
2A3 =

C3 −S3 0 a3C3
S3 C3 0 a3S3
0 0 1 0
0 0 0 1
 (A.3)
T =

C1C23 −C1S23 S1 C1(a3C23 + a2C2 + a1)
S1C23 −S1S23 −C1 S1(a3C23 + a2C2 + a1)
S23 C32 0 a3S23 + a2S2
0 0 0 1
 (A.4)
θ1 = tan−1(
y
x
) + npi (A.5)
θ2 = −tan−1(B
A
) + tan−1(
D
±√(A2 +B2 −D2)) (A.6)
θ3 = tan−1(
z − a2sen θ2
xcos θ1 + ysin θ1 − a2cos θ2 − a1 )− θ2 (A.7)
Los para´metros A, B y D vienen dados por:
A = −z (A.8)
B = a1 −
√
(x2 + y2) (A.9)
D =
2a1(xcos θ1 + ysen θ1) + a23 − a22 − a21 − x2 − y2 − z2
2a2
(A.10)
El jacobiano, que relaciona velocidades articulares y cartesianas es:
J =
 −S1(a3C23 + a2C2 + a1 −C1(a3S23 + a2S2) −a3C1S23C1(a3C23 + a2C2 + a1 −S1(a3S23 + a2S2) −a3S1S23
0 a3C23 + a2C2 a3C23
 (A.11)
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Figura A.6: Diferentes configuraciones de pie.
A.2.1.3 Estructura del pie
El robot caminante SILO4 ofrece tres disen˜os de pie diferentes. Los siguientes pa´rrafos
describen brevemente sus caracterı´sticas principales.
a) Pie fijo Este pie consiste en una semiesfera unida al u´ltimo eslabo´n a trave´s de
una articulacio´n rotatoria que tiene el eje de rotacio´n alineado con el eje del u´ltimo
eslabo´n. Este pie es adecuado para caminar sobre terreno duro. Sobre terreno blando
no resulta efectivo porque tiene tendencia a clavarse y dificulta el movimiento (ve´ase la
figura A.6(a)).
b) Pie articulado
Articulacio´n universal con sensor de contacto. Este pie dispone de una suela
circular de gran dia´metro, lo que facilita el desplazamiento del robot sobre suelos
blandos. Esta´ formado por una unio´n universal (dos articulaciones rotatorias) ma´s la
rotacio´n pasiva de la suela. Un sensor de contacto, situado sobre la suela, informa si e´sta
esta´ en contacto con el suelo o en el aire (ve´ase la figura A.6(b)).
Articulacio´n universal con sensor de fuerza. La estructura del pie es ba´sicamente
la misma que la anterior, pero dispone de un sensor triaxial de fuerzas. Este sensor pro-
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Tabla A.4: Caracterı´sticas de los motores.
porciona la fuerza que ejerce el pie sobre el suelo en la direccio´n longitudinal del eslabo´n
al que esta´ unido y dos fuerzas perpendiculares a e´sta. Dos potencio´metros ofrecen los
a´ngulos formados entre la suela y el u´ltimo eslabo´n de la pata. Con estos a´ngulos y las
lecturas de fuerza de los sensores es posible determinar la fuerza ejercida en la suela
(ve´ase la figura A.6(c)).
A.2.2 Sistema sensorial
El robot SILO4 no dispone de sensores externos (se supone que la integracio´n sensorial
es una de sus aplicaciones potenciales). Como sensores internos el robot dispone de
un encoder en cada articulacio´n y una pareja de inclino´metros que permiten mantener
el cuerpo del robot nivelado. Dependiendo del tipo de pie que se utilice, el robot
constara´, adema´s, de los sensores pertinentes indicados en los pa´rrafos anteriores. Para
la sincronizacio´n de los encoders no se utilizan sensores absolutos. Esta tarea se realiza
mediante monitorizacio´n de los errores de posicio´n de las articulaciones mientras e´stas
se mueven hacia un tope meca´nico. De este modo se evita la utilizacio´n de sensores y
el cableado consiguiente. Este me´todo de monitorizacio´n de errores de posicio´n de las
articulaciones tambie´n puede utilizarse en las tareas de deteccio´n del contacto pie/suelo.
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Tabla A.5: Caracterı´sticas de la tarjeta de control de motores CC.
A.2.3 Actuadores y sistema de potencia
El robot esta´ accionado por doce motores de corriente continua. Las caracterı´sticas de
los motores se resumen en la Tabla A.4. La energı´a ele´ctrica se suministra mediante
una fuente de alimentacio´n, situada junto a la estacio´n de operacio´n, a trave´s de un
cable umbilical o bien mediante baterı´as a bordo. Un convertidor CC/CC distribuye los
diferentes voltajes al controlador del robot.
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A.2.4 Controlador
A.2.4.1 Hardware
El controlador del robot SILO4 es un sistema distribuido que consiste en un bus
PC con un computador Pentium actuando como computador principal y hasta doce
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Figura A.7: Arquitectura hardware del SILO4.
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Tabla A.6: Caracterı´sticas de la tarjeta de potencia.
micro-controladores que realizan el control de posicio´n de cada articulacio´n. Estos
micro-controladores esta´n agrupados en tarjetas de control (tres micro-controladores por
tarjeta) y cada uno contiene un regulador PID y un generador de trayectorias. Las tarjetas
de control controlan doce tarjetas de potencia basadas en la te´cnica PWM. El hardware
del controlador se completa con una tarjeta de Entrada/Salida para la lectura de los
potencio´metros, sensores de fuerza e inclino´metros. La figura A.7 muestra un esquema
de la arquitectura hardware. Las caracterı´sticas ba´sicas de las tarjetas de control y de
potencia se muestran en las Tablas A.5 y A.6, respectivamente.
A.2.4.2 Software
El controlador del robot SILO4 esta´ programado en lenguaje C y se ejecuta sobre el
sistema operativo multitarea y de tiempo real QNX. La arquitectura software ba´sica se
muestra en la figura A.8. Los nombres de las bibliotecas de funciones se expresan entre
pare´ntesis. Detalles de los diversos mo´dulos, bibliotecas y funciones pueden encontrarse
en http://www.iai.csic.es/users/gds/silo4 manual.pdf.
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Figura A.8: Arquitectura del software de control.
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Herramienta de simulacio´n
Yobotics! Simulation Construction
Set
B.1 Introduccio´n
La herramienta Yobotics! Simulation Construction Set (Yobotics 2002) consiste en una
librerı´a de funciones escrita en lenguaje Java que permite generar simulaciones gra´ficas
y nume´ricas. Utilizando las funciones de dicha librerı´a es posible construir cualquier
tipo de mecanismo, aunque esta´ especialmente concebido para la simulacio´n de robots.
La simulacio´n creada es portable a diferentes plataformas (Windows, Unix, Linux, etc.)
debido a la caracterı´stica de estar escrito en lenguaje Java.
Esta librerı´a de funciones no puede utilizarse sin un compilador de Java. Adema´s se
recomienda utilizar un computador personal basado como mı´nimo en Pentium III con
una tarjeta gra´fica que soporte OpenGL.
La simulacio´n generada incluye un modelo cinema´tico del robot, un modelo
dina´mico del mismo, un modelo geome´trico del terreno y un modelo del contacto con el
suelo.
El programa resultante de la compilacio´n del co´digo es un simulador como el
que aparece en la figura B.1. Este simulador permite un seguimiento del proceso de
simulacio´n de tres formas simulta´neamente:
• De forma nume´rica: A trave´s del panel de variables (ve´ase la figura B.1) es
posible acceder a todas las variables del sistema, tanto variables de control, como
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puede ser una medida de estabilidad, como variables internas de la simulacio´n,
por ejemplo, el tiempo.
• De forma gra´fica: A trave´s del panel de gra´ficas (ve´ase la figura B.1) es posible
visualizar gra´ficamente la evolucio´n de cualquiera de las variables del panel de
variables en el tiempo que dura la simulacio´n.
• De forma visual: A trave´s de la animacio´n del robot en movimiento dentro del
a´rea de visualizacio´n 3D (ve´ase la figura B.1). De esta forma se aprecia a simple
vista cua´ndo el movimiento no es correcto o cuando el robot pierde la estabilidad
y vuelca.
Adema´s existe la posibilidad de modificar el valor de cualquier variable del sistema
durante la simulacio´n, sin necesidad de volver a recompilar el co´digo. Esto es posible
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Figura B.1: Simulacio´n del robot SILO4 creada con la herramienta Yobotics! Simulation Construction Set.
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a trave´s de las ventanas de entrada de valores (ve´ase la figura B.1). Los valores
introducidos de esta forma reemplazan automa´ticamente a los existentes.
El menu´ y la barra de controles (ve´ase la figura B.1) permiten iniciar el movimiento,
detenerlo, repetirlo o modificarlo. Adema´s permiten la exportacio´n e importacio´n de
datos a MATLAB o a otros formatos, ası´ como la captura de ima´genes y generacio´n de
pelı´culas del movimiento del robot.
En las pro´ximas secciones se abordara´n los detalles de la simulacio´n empezando por
sus para´metros de integracio´n, y continuando con la estructura de clases y funciones que
permiten crear la simulacio´n de un robot: aspecto, cinema´tica, dina´mica y modelado del
entorno.
B.2 Para´metros de la simulacio´n
El me´todo de integracio´n utilizado para generar la simulacio´n es el Runge-Kutta de 4o
orden.
El tiempo de integracio´n de la simulacio´n y la frecuencia de registro de datos pueden
definirse mediante programacio´n. Los valores que se utilizan por defecto son de un
periodo de integracio´n de 0.4 ms y una frecuencia de registro de datos de 50 pasos de
integracio´n por registro (0.02 segundos por registro).
B.3 Generacio´n de una simulacio´n
En el proceso de generacio´n de una simulacio´n a partir de la librerı´a de funciones de
Yobotics! Simulation Construction Set se lleva a cabo mediante programacio´n en Java.
Esta programacio´n esta´ estructurada en cinco grandes clases:
• Clase simulacio´n
• Clase robot
• Clase control
• Clase perfil del terreno
• Clase modelo del contacto con el terreno
A continuacio´n se detalla cada una de estas clases. La figura B.2 muestra de forma
esquema´tica las diferentes clases y mediante flechas se indica su dependencia.
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Figura B.2: Diagrama de clases de la librerı´a de funciones Yobotics! Simulation Construction Set y su
interdependencia.
B.3.1 La clase simulacio´n
La clase simulacio´n tiene como objetivo la generacio´n de una ventana de simulacio´n,
como la mostrada en la figura B.1, particularizada para un determinado robot.
Mediante la llamada a funciones de la librerı´a Yobotics! Simulation Construction
Set se definen el periodo de integracio´n y la frecuencia de registro de datos. A su vez
se hace una llamada a la clase robot, lo que genera la aparicio´n del robot en el a´rea de
visualizacio´n 3D.
Tambie´n se llama a otra serie de funciones para situar y orientar al robot y el punto
de vista dentro de la simulacio´n.
B.3.2 La clase robot
En la clase robot se define el aspecto y la estructura cinema´tica del robot, ası´ como su
modelo dina´mico.
Un robot se genera como la unio´n encadenada de eslabones unidos mediante
articulaciones. Ası´, la clase robot utiliza elementos de otras dos clases:
• La clase eslabo´n.
• La clase articulacio´n.
La clase eslabo´n permite generar eslabones de diferentes formas (prismas, conos,
elipsoides, etc), colores y texturas. A cada eslabo´n se le dota de masa, centro de masas
y momento de inercia respecto al centro de masas. De este modo, el robot que se genere
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a partir de los sucesivos eslabones tendra´ una masa, un centro de masas y un momento
de inercia, obtenidos a partir de todos sus eslabones.
La clase articulacio´n permite an˜adir al robot articulaciones de varios tipos
(rotacional, cilı´ndrica, esfe´rica, etc.) como unio´n de eslabones. Los eslabones quedan
asociados a alguna articulacio´n, de forma que se mantiene la notacio´n de Denavit-
Hartenberg (Denavit and Hartenberg 1955; Barrientos et al. 1997), lo que favorece la
formulacio´n cinema´tica y dina´mica. Las variables de las articulaciones son las variables
internas del robot, de cuyo control se encargara´ la clase control y pueden visualizarse
durante la simulacio´n en el panel de variables o en el panel de gra´ficas (ve´ase la
figura B.1).
Una vez terminada la estructura cinema´tica del robot se da paso a la definicio´n de
los puntos de contacto con el suelo. Las posiciones de estos puntos tambie´n pueden
monitorizarse durante la simulacio´n en los paneles de variables y de gra´ficas.
La clase robot tambie´n se encarga de definir el perfil del terreno y el modelo
dina´mico del contacto entre el robot y el terreno. Esto se realiza mediante la llamada
a las clases perfil del terreno y modelo del contacto con el terreno. Finalmente se debe
iniciar el proceso de control, mediante una llamada a la clase control.
Finalmente, el modelo dina´mico se calcula a partir de la cinema´tica generada y
de los para´metros dina´micos de cada eslabo´n mediante el algoritmo de Featherstone
(Featherstone, 1987).
B.3.3 La clase control
Es en esta clase donde se centra el trabajo del ingeniero de control. La flexibilidad es la
caracterı´stica de este mo´dulo, pudiendo establecerse cualquier ley de control, desde la
ma´s sencilla a la ma´s compleja. Un ejemplo serı´a obtener el par en una articulacio´n a
partir de su error de posicio´n y de velocidad, que es precisamente un control PD:
τi = Kp(θdesi − θi) +Kv(θ˙desi − θ˙i) (B.1)
donde el subı´ndice i hace referencia a la articulacio´n i.
Cualquier variable de control puede visualizarse durante la simulacio´n en los paneles
de variables y de gra´ficas (ve´ase la figura B.1).
En el caso de la simulacio´n del SILO4 se definio´ una ley de control como la de la
ecuacio´n B.1 para gobernar el movimiento de las 12 articulaciones. Los valores de
referencia θdesi y θ˙desi de las variables internas se generaban a partir del control del
modo de caminar discontinuo de dos fases mediante una ma´quina de estados definida
en la figura B.3. En cada estado de avance de una pata se procedı´a a la generacio´n
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Figura B.3: Ma´quina de estados de un modo discontinuo de dos fases.
cartesiana de trayectorias en el pie de forma que e´ste realizara la trayectoria de avance
deseada. Mediante transformaciones cinema´ticas, dichas trayectorias se traducen en
trayectorias deseadas de las articulaciones. En los estados de avance del cuerpo se
generan simulta´neamente las trayectorias rectilı´neas de los cuatro pies en la direccio´n
de avance del cuerpo, pero en sentido contrario, de forma que el robot avanza por el
principio de accio´n y reaccio´n.
Al mismo tiempo que se controlaba el modo de caminar se calculaban tambie´n
los ma´rgenes de estabilidad correspondientes a los diferentes criterios estudiados en el
capı´tulo 2 de esta Tesis.
B.3.4 La clase perfil del terreno
Esta clase define una funcio´n de elevacio´n del terreno a partir de las coordenadas x e y.
Por ejemplo, el perfil de un suelo con una inclinacio´n en rampa en la direccio´n del eje x
vendrı´a dado por la funcio´n:
z = αx (B.2)
donde α es la pendiente. O bien un perfil ondulatorio en las direcciones x e y, que
vendrı´a dado por la funcio´n de elevacio´n siguiente:
z = A1sen(ω1x+ ϕ1)A2sen(ω2y + ϕ2); (B.3)
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Figura B.4: Modelo del contacto con el terreno.
donde A1 y A2 son la amplitud de las oscilaciones, ω1 y ω2 son las frecuencias y ϕ1 y
ϕ2 so las fases.
B.3.5 La clase modelo del contacto con el terreno
Al igual que sucedı´a en la clase control, el modelo dina´mico del contacto con el suelo
ofrece gran variedad de posibilidades, pudiendo programarse cualquier ley. En el caso
de la simulacio´n del robot SILO4 se adopto´ un modelo tridimensional mediante fuerzas
ela´sticas y amortiguadoras, es decir, proporcionales al error de posicio´n del punto de
contacto y a su velocidad. Supongamos la situacio´n que se plantea en la figura B.4, en la
que el pie de una pata esta´ apoya´ndose en el suelo. En el instante en el que la coordenada
z del punto de contacto penetra en la superficie del suelo (lo que viene determinado por
el perfil del terreno) se produce una fuerza de reaccio´n del suelo que viene dada por las
expresiones:
Fx = kp(xdes − xf )− kvx˙f (B.4)
Fy = kp(ydes − yf )− kvy˙f (B.5)
Fz = kp(zdes − zf )− kv z˙f (B.6)
donde (xdes, ydes, zdes) son las coordenadas cartesianas del punto Pdes de contacto
inicial y (xf , yf , zf ) son las coordenadas de la posicio´n Pf del pie en otro instante
posterior.
La elasticidad en las articulaciones de las patas del robot pueden simularse utilizando
este modelo de contacto con el terreno. Suponiendo un modelo ela´stico en las tres
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direcciones cartesianas de cada articulacio´n (Shih et al. 1987), la composicio´n de
la elasticidad de todas las articulaciones de la pata se traducira´n en una elasticidad
equivalente en el extremo efectivo o pie en el momento del contacto con el entorno.
An˜adiendo la constante ela´stica equivalente de este modelo de las articulaciones al
modelo del contacto con el terreno se consigue simular el efecto de la elasticidad en
las articulaciones.
Una vez programado el modelo del contacto con el terreno, a esta clase se le asocia
un perfil del terreno.
De la misma forma que el simulador trabaja con las fuerzas de reaccio´n del suelo
para modelar el contacto, tambie´n es posible simular el efecto de cualquier fuerza o par
que actu´e sobre cualquier articulacio´n del robot.
Referencias 237
Referencias
Barrientos, A., Pen˜ı´n, L.F., Balaguer, C. and Aracil, R. 1997. Fundamentos de robo´tica,
Ed. McGraw Hill / Interamericana de Espan˜a, Madrid.
Denavit, J. and Hartenberg, R.S. 1955. A kinematic notation for lower-pair mechanisms
based on matrices, Journal of Applied Mechanics, pp. 215-221.
Featherstone, R. 1987. Robot Dynamics Algorithms, Kluwer Academic Publishers,
Boston-Dordrecht-Lancaster.
Shih, L., Frank, A. and Ravani, B. 1987, Dynamic Simulation of Legged Machines Using
a Compliant Joint Model, The International Journal of Robotics Research, Vol. 6, No.
4, pp. 33-46.
Yobotics 2002. Yobotics! Simulation Construction Set: Users Guide, Yobotics Inc.
Boston, MA.
238 Herramienta de simulacio´n Yobotics! Simulation Construction Set
Glosario de te´rminos
Centro de presio´n: Proyeccio´n del centro de gravedad sobre el plano del polı´gono de
apoyo segu´n la direccio´n de la fuerza resultante que actu´a sobre dicho punto.
Ciclo de locomocio´n: Secuencia de movimientos de patas y cuerpo que se repite
perio´dicamente.
Criterio de estabilidad de vuelco: Un vehı´culo mo´vil, sometido a fuerzas y
momentos de reaccio´n del suelo, es dina´micamente estable si existe algu´n apoyo
diferente de los que forman el eje de giro durante el posible vuelco de la ma´quina que se
interponga en el sentido de giro.
Distancia entre centros del volumen de trabajo, P: Distancia entre los centros de las
longitudes de paso de dos patas adyacentes.
Estabilidad esta´tica: Una ma´quina caminante ideal es esta´ticamente estable en
un instante de tiempo t si, al mantener fijas todas las posiciones de sus pies y,
simulta´neamente, reducir a cero las velocidades de traslacio´n y rotacio´n del so´lido rı´gido
resultante, todas las patas que estaban en contacto con el plano de apoyo permanecen en
contacto con dicho plano.
Estabilidad dina´mica: Una ma´quina caminante es dina´micamente estable si el
momento causado por la resultante de fuerzas y momentos, aplicados sobre el centro de
gravedad del robot alrededor de los lı´mites del polı´gono de apoyo, es positivo, toma´ndose
como sentido positivo del vector unitario del eje de rotacio´n el que recorre el polı´gono
de apoyo en el sentido horario.
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Fase de apoyo: Fraccio´n del tiempo de ciclo de locomocio´n, transcurrido desde el
apoyo de una pata hasta su levantamiento.
Fase de transferencia: Fraccio´n del tiempo de ciclo de locomocio´n, transcurrido
desde el levantamiento de una pata hasta su apoyo.
Frontera delantera respecto a un eje: Lado del polı´gono de apoyo que se corta con
un eje dado en su semieje positivo.
Frontera trasera respecto a un eje: Lado del polı´gono de apoyo que se corta con un
eje dado en su semieje negativo.
Longitud de paso: Distancia que se mueve un pie con respecto al cuerpo durante la
fase de apoyo.
Margen o medida de estabilidad: Magnitud que cuantifica el grado de estabilidad.
Margen energe´tico de estabilidad, MEE: Mı´nima energı´a potencial requerida para
volcar la ma´quina alrededor de los diferentes ejes formados por dos apoyos consecutivos
sobre el terreno.
Margen energe´tico de estabilidad normalizado, MEEN: Se define como el MEE
normalizado por el peso del robot.
Margen energe´tico acomodaticio de estabilidad, MEAE: Adaptacio´n del MEE a
terrenos blandos. El MEAE es el MEE sobre un polı´gono de apoyo, calculado a partir
de la prediccio´n del hundimiento de los apoyos al volcar la ma´quina.
Margen energe´tico acomodaticio de estabilidad de vuelco, MEAEV: Extensio´n
del MEAE que tiene en cuenta el posible efecto estabilizador de una pata en el aire,
calculando el polı´gono de apoyo de vuelco.
Margen energe´tico de estabilidad de vuelco, MEEV: Extensio´n del MEE que tiene
en cuenta el posible efecto estabilizador de una pata en el aire, calculando el polı´gono
de apoyo de vuelco.
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Margen de estabilidad delantero: Distancia desde la proyeccio´n horizontal del
centro de gravedad de la ma´quina a la frontera delantera del polı´gono de apoyo, medida
en la direccio´n del movimiento del robot.
Margen de estabilidad dina´mica, MED: El menor de los momentos alrededor de los
lı´mites del polı´gono de apoyo debido a las fuerzas y momentos resultantes que actu´an
sobre el centro de gravedad de la ma´quina, normalizado respecto al peso del vehı´culo.
Margen de estabilidad esta´tica, ME: La menor de las distancias desde la proyeccio´n
horizontal del centro de gravedad de la ma´quina a los lados del polı´gono de apoyo.
Margen de estabilidad fuerza-a´ngulo, MEFA: Medida del a´ngulo que forma la
resultante de todas las fuerzas que actu´an sobre el cuerpo del vehı´culo, a excepcio´n de las
fuerzas de reaccio´n del suelo, con el vector que, con origen en el centro de gravedad de
la ma´quina, es normal al eje de giro del polı´gono de apoyo, ponderado por la magnitud
de la fuerza resultante.
Margen de estabilidad longitudinal, MEL: Mı´nimo de los ME delantero y trasero
segu´n el eje longitudinal del cuerpo.
Margen de estabilidad longitudinal de deriva, MELD: Mı´nimo de los ME delantero
y trasero segu´n la direccio´n de movimiento del cuerpo.
Margen de estabilidad trasero: Distancia desde la proyeccio´n horizontal del centro
de gravedad de la ma´quina a la frontera trasera del polı´gono de apoyo, medida en la
direccio´n del movimiento del robot.
Margen de estabilidad de vuelco, MEV: El menor de los momentos alrededor de
los lı´mites del polı´gono de apoyo debidos a la fuerza y momento de reaccio´n del suelo,
normalizado por el peso del vehı´culo.
Me´todo del centro de masas efectivo, CME: Una ma´quina caminante esta´ en estado
dina´micamente estable si su punto de momento nulo se encuentra dentro del polı´gono
de apoyo.
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Me´todo del centro de presio´n: Una ma´quina caminante esta´ en estado dina´micamente
estable si su centro de presio´n se encuentra dentro del polı´gono de apoyo.
Me´todo de proyeccio´n del centro de gravedad: Una ma´quina caminante esta´ en
estado esta´ticamente estable si la proyeccio´n horizontal de su centro de gravedad se
encuentra dentro del polı´gono de apoyo.
Modo de Caminar: Secuencia de movimientos de los miembros y el cuerpo de una
ma´quina que se suceden durante un ciclo de locomocio´n.
Plano del cuerpo: Plano definido por los ejes longitudinal y transversal de la ma´quina.
Polı´gono de apoyo: Polı´gono convexo formado por la unio´n de los puntos de apoyo
de la ma´quina.
Polı´gono de apoyo conservativo, PAC: Subconjunto del polı´gono de apoyo
determinado por la interseccio´n de todas las combinaciones posibles de polı´gonos de
apoyo formados por tres apoyos no consecutivos.
Polı´gono de apoyo de vuelco, PAV: Polı´gono convexo formado por los segmentos que
unen los pies de la ma´quina.
Punto de momento nulo: Punto del plano del polı´gono de apoyo en el que se anula el
momento resultante generado por las fuerzas y momentos de reaccio´n del suelo.
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